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ΘΕΜΑ Β 

B1.   3 2 9 3f x x ax x   
 

Από Θ.Fermat ισχύει ότι :  ' 1 0f 
, αφού η f παρουσιάζει τοπικό ακρότατο στο 1. 

 ' 1 0 3 2 9 0 6f a a       
 

Για α=-6, η f γίνεται:    3 26 9 3f x x xx   
. 

Η f είναι παραγωγίσιμη ως πολυωνυμική. Άρα για κάθε x , έχουμε ότι : 
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+ - + 

f ↑ ↓ ↑ 

 

Στα διαστήματα  ,1
 και  3,

 η f είναι γνησίως αύξουσα. 

Και στο  1,3
 η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

Η f παρουσιάζει : τοπικό μέγιστο στη θέση x=1, το f(1)=1 και τοπικό ελάχιστο στη θέση x=3, 
το f(3)=-3. 

B2. Από ερώτημα (Β1)  

1ος τρόπος λύσης , μέσω του Θ.Bolzano  στα διαστήματα  0,1
, 1,3

, 3,
και ειναι μόνο 

3 , αφού η f είναι 3ου βαθμού πολυ’ωνυμο, άρα έχει το πολύ 3 ρίζες. Άρα οι 3 ρίζες θα ναι και 
μοναδικές. 

2ος τρόπος λύσης , μέσω συνόλου τιμών της f. 

                
   

        
1 1

,1 lim ( ), (1) ,1 ,  και συγκεκριμένα 0,1 0 , 1  3,1 , άρα το 0 3,1

άρα θα υπάρχει x 0,1 ,  τ.ω. f x 0,  το οποίο είναι και μοναδικό , αφού η f είναι γν. αύξουσα

1,3 1 , 0 3,1 , άρα
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3 3

 το 0 3,1 ,

άρα θα υπάρχει x 1,3 ,  τ.ω. f x 0,  το οποίο είναι και μοναδικό , αφού η f είναι γν. φθίνουσα

3, 3 , lim ( ) 3, , άρα το 0 3,1

άρα θα υπάρχει x 3, ,  τ.ω. f x 0,  το οποίο είναι και

x
f f f x



 

 

      
    μοναδικό , αφού η f είναι γν. αύξουσα  

B3.Η f’  είναι παραγωγίσιμη στο  , ως πολυωνυμική 
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Η f  είναι παραγωγίσιμη, άρα δέχεται εφαπτομένη ,  άρα παρουσιάζει 

σημείο καμπής στο σημείο   2, 2f  



 

B4. Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f στο   , f 
, είναι η 
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Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της g στο   ,B g 
, είναι η : 

      2 : 'y g g x     
 

Άρα  
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Για να βρούμε το σημείο τομής και των δύο εξισώσεων με τον άξονα y’y, θα πρέπει x=0. 

Από το οποίο προκύπτουν οι ίδιες εξισώσεις. Αρα τέμνουν τον y’y στο ίδιο ακριβώς σημείο. 
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ΘΕΜΑ Γ 

Γ.1 
 

2

,    x<0

,  x 0

xe x
f x

x x

 
   

Ας ελέγξουμε την f ως προς τη συνέχεια. 

Στο 0 0x  , για να είναι συνεχής θα πρέπει να ισχύει : 
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lim lim 0  άρα η f είναι συνεχής στο 0
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Ας ελέγξουμε την f ως προς τη παραγωγισιμότητα 0στο 0x  . 

Για να είναι παραγωγίσιμη 0στο 0x  , θα πρέπει :  
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Γ.2 Κατακόρυφες: Δεν έχει αφού η f  είναι συνεχής στο  . 
Μη κατακόρυφες:  

 

 

Στο - , έχουμε :lim lim 0,  αφού

1 1 1

lim lim 0,  άρα από κριτήριο παρεμβολής έχουμε ότι : lim 0
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Άρα έχει οριζόντια ασύμπωτη τη y=0. 
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Στο + , έχουμε : lim lim lim lim lim 1 1
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1
Άρα έχει την y=λx+β=x+

2 . 

Γ.3 Στο    , 0  και στο 0, , η f είναι συνεχής ως πράξεις συνεχών 
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Άρα από Θ.Bolzano θα υπάρχει ένα τουλάχιστον ξ ,0 , . . =0 
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Γ.4  
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Έχουμε ότι x' 0 

Εξετάζουμε αν υπάρχει t 0, ώστε x' y'
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 γμή.  
ΘΕΜΑ  Δ 

𝑓: (0,+∞) → ℝ 

f: παραγωγίσιμη   

xf(x)=2F(x)lnx ,x>0 (1) 

F παράγουσα της f άρα F΄(x)=f(x) για κάθε x>0  

Η εφαπτομένη στης συνάρτησης f στο Μ(1,f(1)) είναι παράλληλη στην ευθεία (ε):y=2x 

άρα f΄(1)=2 

 

Δ1. 

g παραγωγίσιμη ως πηλίκο παραγωγίσιμων συναρτήσεων. 

𝑥௫ = 𝑒௫
ೣ

= 𝑒௫⋅௫ = 𝑒
మ௫άρα൫𝑥௫൯΄ = ൫𝑒

మ௫൯΄ = 𝑒
మ௫ ⋅ (𝑙𝑛ଶ𝑥)΄ = 𝑒

మ௫ ⋅ 2𝑙𝑛𝑥 ⋅

ଵ

௫
=

ଶ
మೣ⋅௫

௫
 

Επομένως 
𝑔΄(𝑥) =

ி΄(௫)⋅௫ೣିி(௫)൫௫ೣ൯΄

൫௫ೣ൯
మ =

(௫)⋅௫ೣିி(௫)⋅
మ

మೣ⋅ೣ

ೣ

൫௫ೣ൯
మ =

(௫)⋅௫ೣିி(௫)⋅
ೣೣ⋅ೣ

ೣ

൫௫ೣ൯
మ

௫ೣ⋅ቀ(௫)ିி(௫)⋅
ೣ

ೣ
ቁ

൫௫ೣ൯
మ =

(ଵ) ௫ ⋅ቀ(௫)ି
ೣ(ೣ)

ೣ
ቁ

൫௫ೣ൯
మ = 0

  

Άρα η g είναι σταθερή επομένως υπάρχει σταθερά 𝑐 ∈ ℝτέτοια ώστε  g(x)=c για κάθε x>0. 



 

 

Δ2. 

i. Από τη σχέση (1) για x=1 βρίσκουμε f(1)=0 

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝑓(𝑥)

𝑙𝑛𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

௫→ଵ

𝑓(𝑥)
𝑥 − 1
𝑙𝑛𝑥
𝑥 − 1

= 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)
𝑥 − 1
𝑙𝑛𝑥
𝑥 − 1

=
∗ 𝑓΄(1)

1
= 2 

*  𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

௫

௫ିଵ
=

బ

బ
ு

𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

ଵ

௫
= 1 

ii. 

𝛾𝜄𝛼𝑥 ≠ 1 από την (1) έχουμε για 𝐹(𝑥) =
௫

ଶ
⋅
(௫)

௫
 

Άρα 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝐹(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

ቀ
௫

ଶ
⋅
(௫)

௫
ቁ =

ଵ

ଶ
⋅ 2 = 1 

F συνεχής ως παράγουσα άρα 𝐹(1) = 𝑙𝑖𝑚
௫→ଵ

𝐹(𝑥) = 1 

g(x)=c για κάθε x>0 άρα για x=1 βρίσκουμε c=1 άρα g(x)=1. 

Άρα
ி(௫)

௫ೣ
= 1 ⇔ 𝐹(𝑥) = 𝑥௫, 𝑥 > 0 

 

Δ3. 

𝐹΄(𝑥) = ൫𝑥௫൯΄ = ൫𝑒
మ௫൯΄ = 𝑒

మ௫ ⋅ (𝑙𝑛ଶ𝑥)΄ = 𝑒
మ௫ ⋅ 2𝑙𝑛𝑥 ⋅

1

𝑥
=
2𝑒

మ௫ ⋅ 𝑙𝑛𝑥

𝑥
, 𝑥 > 0 

𝐹΄(𝑥) > 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 > 0 ⇔ 𝑥 > 1 

𝐹΄(𝑥) < 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 < 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 1 

𝐹΄(𝑥) = 0 ⇔ 𝑙𝑛𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 1 

x  0 1                                      +∞  

F΄(x)=f(x)  - + 

F  ↓ ↑  

F↑(0 ,1 ]     και       F↓[1 , +∞ ) 

 

𝐹(𝑥ଶ) = 𝐹(𝑥) − (𝑥 − 1)ଶ ⇔ 𝐹(𝑥ଶ) − 𝐹(𝑥) = −(𝑥 − 1)ଶ 

Παρατηρώ ότι x=1 είναι προφανής ρίζα , 



 

Αν x>1 έχουμε 

 𝑥 > 1 ⇒ 𝑥ଶ > 𝑥 > 1 ⇒
ி↑(ଵ,ାஶ)

𝐹(𝑥ଶ) > 𝐹(𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥ଶ) − 𝐹(𝑥) > 0και −(𝑥 − 1)ଶ < 0 

άρα η εξίσωση 𝐹(𝑥ଶ) − 𝐹(𝑥) = −(𝑥 − 1)ଶείναι αδύνατη στο (1,+∞) 

Αν 0<x<1 έχουμε 

 0 < 𝑥 < 1 ⇒ 0 < 𝑥ଶ < 𝑥 < 1 ⇒
ி↓(,ଵ)

𝐹(𝑥ଶ) > 𝐹(𝑥) ⇒ 𝐹(𝑥ଶ) − 𝐹(𝑥) > 0και −(𝑥 − 1)ଶ <

0 

άρα η εξίσωση 𝐹(𝑥ଶ) − 𝐹(𝑥) = −(𝑥 − 1)ଶείναι αδύνατη στο (0,1) 

Άρα x=1  μοναδική ρίζα της ζητούμενης εξίσωσης. 

 

Δ4. 

𝑥 > 1 ⇒
ி↑
𝐹(𝑥) > 𝐹(1) ⇒ 𝐹(𝑥) > 0 

𝐸 = ∫ |𝐹|


ଵ
(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝐹



ଵ
(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥௫



ଵ
𝑑𝑥 = ∫ 𝑒

మ௫

ଵ
𝑑𝑥  

Ισχύει 𝑒௫ ≥ 𝑥 + 1∀𝑥 ∈ ℝ(2) 

Θέτουμε στη (2) όπου x το𝑙𝑛ଶ𝑥 και έχουμε 𝑒
మ௫ ≥ 𝑙𝑛ଶ𝑥 + 1 ⇔ 𝑒

మ௫ − 𝑙𝑛ଶ𝑥 + 1 ≥ 0με 
την ισότητα να ισχύει μόνο για x=1. 

∫ ൫𝑒
మ௫ − 𝑙𝑛ଶ𝑥 + 1൯



ଵ
𝑑𝑥 > 0 ⇔ ∫ ൫𝑒

మ௫൯


ଵ
𝑑𝑥 − ∫ (𝑙𝑛ଶ𝑥 + 1)



ଵ
𝑑𝑥 > 0 ⇔ ∫ ൫𝑒

మ௫൯


ଵ
𝑑𝑥 > ∫ (𝑙𝑛ଶ𝑥 + 1)



ଵ
𝑑𝑥 ⇔

𝐸 > ∫ (𝑙𝑛ଶ𝑥 + 1)


ଵ
𝑑𝑥 ⇔

𝐸 > ∫ ൫(𝑥)΄𝑙𝑛ଶ𝑥൯


ଵ
𝑑𝑥 + ∫ 1



ଵ
𝑑𝑥 ⇔ 𝐸 > [𝑥𝑙𝑛ଶ𝑥]

𝑒
1
− 2∫ (2𝑙𝑛𝑥)



ଵ
𝑑𝑥 + [𝑥]

𝑒
1
⇔ 𝐸 > 𝑒 − [2𝑥𝑙𝑛𝑥]

𝑒
1
+ ∫ 2



ଵ
𝑑𝑥 ⇔

𝐸 > 𝑒 − 2𝑒 + 2𝑒 − 2 + 𝑒 − 1 ⇔ 𝐸 > 2𝑒 − 3

  

 


