
Εξισώσεις Β΄ ϐαθµού - Τύποι Vieta

Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις

(α) x2 − 16 = 0

(ϐ) 2x2 + 1 = 0

(γ) 9x2 − 3x− 2 = 0

(δ) x2 +
(√

5−
√
2
)

x−
√
10 = 0

΄Ασκηση 1.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

x2 − 16 = 0

⇔ x2 = 16

⇔ x = 4 ή x = −4.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

2x2 + 1 = 0

⇔ 2x2 = −1

⇔ x2 = −1

2
,

η οποία είναι αδύνατη διότι x2 ≥ 0, για κάθε x ∈ R.

(γ) ΄Εχουµε ότι

∆ = (−3)2 − 4 · 9 · (−2)

= 9 + 72

= 81 > 0.

Εποµένως, η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες άνισες, τις

x1 =
3 +

√
81

2 · 2 =
3 + 9

4
= 3, x2 =

3−
√
81

2 · 2 =
3− 9

4
= −3

2
.



(δ) ΄Εχουµε ότι

∆ =
(√

5−
√
2
)2

− 4 ·
(

−
√
10
)

= 5 + 2− 2
√
10 + 4

√
10

= 5 + 2 + 2
√
10

= 5 + 2 + 2
√
2
√
5

=
(√

2 +
√
5
)2

> 0.

Εποµένως, η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες άνισες, τις

x1,2 =
−
(√

5−
√
2
)

±
√

(√
2 +

√
5
)2

2
=

−
(√

5−
√
2
)

±
(√

2 +
√
5
)

2
,

ή

x1 =
−
(√

5−
√
2
)

+
(√

2 +
√
5
)

2
=

√
2

x2 =
−
(√

5−
√
2
)

−
(√

2 +
√
5
)

2
= −

√
5.

∆ίνεται η εξίσωση

x2 + (λ− 2)x− λ+ 2 = 0 (1)

Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R, ώστε η (1) να έχει µια διπλή ϱίζα.

΄Ασκηση 2.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

∆ = (λ− 2)2 − 4 (−λ+ 2)

= λ2 − 4λ+ 4 + 4λ− 8

= λ2 − 4.

Για να έχει η (1) µια διπλή ϱίζα πρέπει

∆ = 0

⇔ λ2 − 4 = 0

⇔ λ2 = 4

⇔ λ = 2 ή λ = −2.



Αν α, β ∈ R µε α 6= β, να δειχθεί ότι η εξίσωση

αx2 − 2αx+ β = βx2 + 2βx+ α

έχει δύο ϱίζες άνισες.

΄Ασκηση 3.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

αx2 − 2αx+ β = βx2 + 2βx+ α

⇔ αx2 − βx2 − 2αx− 2βx+ β − α = 0

⇔ (α− β)x2 − 2 (α + β)x+ β − α = 0.

Αφού α 6= β ⇔ α − β 6= 0, έχουµε ότι η εξίσωση είναι Β΄ ϐαθµού. Για να έχει δύο ϱίζες

πραφµατικές και άνισες πρέπει ∆ > 0. ΄Εχουµε ότι

∆ =
[

− 2 (α + β)
]2 − 4 (α− β) (β − α)

= 4 (α + β)2 + 4 (α− β)2

= 4
(

α2 + 2αβ + β2
)

+ 4
(

α2 − 2αβ + β2
)

= 4α2 + 8αβ + 4β2 + 4α2 − 8αβ + 4β2

= 8α2 + 8β2

= 8
(

α2 + β2
)

≥ 0. (ως άθροισµα µη αρνητικών)

΄Οµως, η παράσταση α2 + β2 γίνεται ίση µε 0 µόνο όταν α = β = 0, το οποίο δε µπορεί

να συµβεί αφού από υπόθεση έχουµε ότι α 6= β. Εποµένως,

∆ = 8
(

α2 + β2
)

> 0

κι έτσι δείξαµε ότι η εξίσωση έχει δύο ϱίζες πραφµατικές και άνισες.



Αν x1, x2 είναι ϱίζες της εξίσωσης

x2 + 4x− 1 = 0,

να υπολογιστούν οι παρακάτω παραστάσεις :

(α) x1 + x2, (ϐ) x1 · x2, (γ) x2

1
+ x2

2
, (δ) x3

1
+ x3

2

(ε)
3x1

x2

+
3x2

x1

, (στ) (x1 − x2)
2
, (Ϲ) |x1 − x2|.

΄Ασκηση 4.

Λύση.

(α) x1 + x2 = −β

α
= −4

1
= −4.

(ϐ) x1 · x2 =
γ

α
=

−1

1
= −1.

(γ) ΄Εχουµε ότι

x2

1
+ x2

2
= (x1 + x2)

2 − 2x1x2

= (−4)2 − 2 (−1)

= 16 + 2 = 18.

(δ) Θα χρησιµοποιήσουµε την ταυτότητα

(x1 + x2)
3 = x3

1
+ 3x2

1
x2 + 3x1x

2

2
+ x3

2
.

Οπότε έχουµε ότι

x3

1
+ x3

2
= (x1 + x2)

3 − 3x2

1
x2 − 3x1x

2

2

= (x1 + x2)
3 − 3x1x2 (x1 + x2)

= (−4)3 − 3(−1) (−4)

= −64− 12

= −76.



(ε) ΄Εχουµε ότι

3x1

x2

+
3x2

x1

=
3x2

1
+ 3x2

2

x1x2

=
3 (x2

1
+ x2

2
)

x1x2

=
3 · 18
−1

= −54.

(στ) ΄Εχουµε ότι

(x1 − x2)
2 = x2

1
− 2x1x2 + x2

2
= x2

1
+ x2

2
− 2x1x2 = 18− 2(−1) = 20.

(Ϲ) ΄Εχουµε ότι

|x1 − x2| =

√

(x1 − x2)
2

=
√
20 = 2

√
5.

Αν x1, x2 είναι οι ϱίζες τις εξίσωσης x2 + 2x− 3 = 0, µε x1x
3

2
6= −3, να ϐρεθεί η

τιµή της παράστασης

A = x3

1
x2.

΄Ασκηση 5.

Λύση. Αφού x1, x2 είναι οι ϱίζες τις εξίσωσης x2 + 2x− 3 = 0, έχουµε ότι

x1 + x2 = −2 και x1x2 = −3.

΄Εστω x3

1
x2 = ρ1 και x3

2
x1 = ρ2. ΄Εχουµε ότι

ρ1 + ρ2 = x3

1
x2 + x3

2
x1

= x1x2

(

x2

1
+ x2

2

)

= x1x2

[

(x1 + x2)
2 − 2x1x2

]

= −3
[

(−2)2 − 2(−3)
]

= −30

και

ρ1 · ρ2 = x3

1
x2 · x3

2
x1

= (x1x2)
4

= (−3)4 = 81.



Εποµένως, οι αριθµοί ρ1 και ρ2 είναι ϱίζες της εξίσωσης x2 + 30x + 81 = 0. ΄Οµως,

έχουµε ότι

x2 + 30x+ 81 = 0 ⇔ x = −3 ή x = −27.

Επειδή από την υπόθεση ρ2 6= −3, προκύπτει αναγκαστικά ότι ρ1 = x3

1
x2 = −3.

Να ϐρεθούν οι ϱίζες των παρακάτω εξισώσεων (χωρίς να λυθούν):

(α) x2 − 7x+ 12 = 0

(ϐ) 2x2 + 8x+ 6 = 0

(γ) x2 −
(√

2 +
√
3
)

x+
√
6 = 0

΄Ασκηση 6.

Λύση.

(α) Η εξίσωση έχει τη µορφή x2 − Sx+ P = 0. Εποµένως, οι ϱίζες τις ϑα έχουν γινόµενο

P = 12 και άθροισµα S = 7. Εύκολα παρατηρούµε ότι οι αριθµοί 3 και 4 ικανοποιούν τα

παραπάνω. ΄Αρα, οι λύσεις τις εξίσωσεις είναι οι αριθµοί 3 και 4.

(ϐ) ∆ιαιρούµε τον κάθε όρο της εξίσωσης µε α = 2 και έχουµε ότι

2x2 + 8x+ 6 = 0

⇔ x2 + 4x+ 3 = 0

⇔ x2 − (−4)x+ 3 = 0

Εποµένως, οι ϱίζες τις ϑα έχουν γινόµενο P = 3 και άθροισµα S = −4. Εύκολα παρατη-

ϱούµε ότι οι αριθµοί −3 και −1 ικανοποιούν τα παραπάνω. ΄Αρα, οι λύσεις τις εξίσωσεις

είναι οι αριθµοί −1 και −3.

(γ) Η εξίσωση έχει τη µορφή x2 − Sx+ P = 0, µε

S =
√
2 +

√
3 και P =

√
6 =

√
2 ·

√
3.

΄Αρα, οι λύσεις τις εξίσωσεις είναι οι αριθµοί
√
2 και

√
3.



∆ίνεται η εξίσωση

x2 + (3− λ)x− 3λ = 0 (1)

(α) Να δειχθεί ότι η εξίσωση (1) έχει δύο ϱίζες άνισες, για κάθε λ 6= −3.

(ϐ) Για ποιες τιµές του λ ∈ R η (1) έχει δύο ϱίζες αντίθετες ;

(γ) Για ποιες τιµές του λ ∈ R η (1) έχει δύο ϱίζες αντίστροφες ;

΄Ασκηση 7.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

∆ = (3− λ)2 − 4(−3λ)

= 9− 6λ+ λ2 + 12λ

= λ2 + 6λ+ 9

= (λ+ 3)2 ≥ 0.

Αν λ 6= −3, τότε ∆ > 0. Εποµένως, η εξίσωση (1) έχει δύο ϱίζες άνισες, για κάθε λ 6= −3.

(ϐ) Για να έχει η εξίσωση (1) αντίθετες ϱίζες πρέπει

∆ > 0 και S = −β

α
= 0.

΄Οµως,

−β

α
= 0 ⇔ −3− λ

1
= 0 ⇔ λ = 3.

΄Αρα, η (1) έχει αντίθετες ϱίζες για λ = 3.

(γ) Για να έχει η εξίσωση (1) αντίστροφες ϱίζες πρέπει

∆ > 0 και P =
γ

α
= 1.

΄Οµως,
γ

α
= 1 ⇔ −3λ

1
= 1 ⇔ λ = −1

3
.

΄Αρα, η (1) έχει αντίστροφες ϱίζες για λ = −1

3
.



Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α)

(

x+
1

x

)2

− 5

(

x+
1

x

)

+ 6 = 0

(ϐ) (x2 + 3x+ 1)
2 − 4 (x2 + 3x+ 1) + 3 = 0

΄Ασκηση 8.

Λύση. (α) Για να ορίζεται η εξίσωση πρέπει x 6= 0.

Θέτουµε y = x+
1

x
(1), οπότε η εξίσωση γίνεται

y2 − 5y + 6 = 0 ⇔ y = 2 ή y = 3.

� Για y = 2, η (1) γίνεται

x+
1

x
= 2 ⇔ x2 + 1 = 2x ⇔ x2 − 2x+ 1 = 0.

΄Οµως,

x2 − 2x+ 1 = 0

⇔ (x− 1)2 = 0

⇔ x = 1.

� Για y = 3, η (1) γίνεται

x+
1

x
= 3 ⇔ x2 + 1 = 3x ⇔ x2 − 3x+ 1 = 0.

Η εξίσωση x2 − 3x+ 1 = 0 έχει διακρίνουσα

∆ = (−3)2 − 4 · 1 = 9− 4 = 5 > 0.

΄Αρα,

x2 − 3x+ 1 = 0

⇔ x =
3 +

√
5

2
ή x =

3−
√
5

2
.

Συνεπώς, οι ϱίζες της εξίσωσης

(

x+
1

x

)2

− 5

(

x+
1

x

)

+ 6 = 0, είναι οι αριθµοί

1,
3 +

√
5

2
,

3−
√
5

2
.



(ϐ) Θέτουµε y = x2 + 3x+ 1 (1), οπότε η εξίσωση γίνεται

y2 − 4y + 3 = 0 ⇔ y = 1 ή y = 3.

� Για y = 1, η (1) γίνεται

x2 + 3x+ 1 = 1 ⇔ x2 + 3x = 0.

΄Οµως,

x2 + 3x = 0

⇔ x(x+ 3) = 0

⇔ x = 0 ή x = −3.

� Για y = 3, η (1) γίνεται

x2 + 3x+ 1 = 3 ⇔ x2 + 3x− 2 = 0.

Η εξίσωση x2 + 3x− 2 = 0 έχει διακρίνουσα

∆ = 32 − 4(−2) = 9 + 8 = 17 > 0.

΄Αρα,

x2 + 3x− 2 = 0

⇔ x =
−3 +

√
17

2
ή x =

−3−
√
17

2
.

Συνεπώς, οι ϱίζες της εξίσωσης (x2 + 3x+ 1)
2 − 4 (x2 + 3x+ 1) + 3 = 0, είναι οι αριθµοί

0, −3,
−3 +

√
17

2
,

−3 −
√
17

2
.

Να λυθεί η εξίσωση

(x+ 2)2 − 2|x+ 2| − 15 = 0.

΄Ασκηση 9.

Λύση. Επειδή για κάθε α ∈ R ισχύει ότι |α|2 = α2, η παραπάνω εξίσωση γίνεται

|x+ 2|2 − 2|x+ 2| − 15 = 0 (1)



Θέτουµε y = |x+ 2| (2), κι έτσι η (1) είναι ισοδύναµη µε την

y2 − 2y − 15 = 0.

΄Εχουµε ότι

∆ = (−2)2 − 4(−15) = 4 + 60 = 64 > 0.

΄Αρα,

y2 − 2y − 15 = 0

⇔ y =
2 +

√
64

2
ή y =

2−
√
64

2

⇔ y = 5 ή y = −3.

� Για y = 5, η (2) γίνεται

|x+ 2| = 5

⇔ x+ 2 = 5 ή x+ 2 = −5

⇔ x = 3 ή x = −7.

� Για y = −3, η (2) γίνεται |x+ 2| = −3, η οποία είναι αδύνατη.

Συνεπώς, οι ϱίζες της αρχικής εξίσωσης (x + 2)2 − 2|x + 2| − 15 = 0, είναι οι αριθµοί 3,

−7.

Να λυθεί η εξίσωση

(x+ 2)2 − 2|x+ 2| − 15 = 0.

΄Ασκηση 10.

Λύση. Θέτουµε (x+ 1)2 = y (1), κι έτσι η εξίσωση γίνεται

y2 − 4y − 5 = 0 ⇔ y = 5 ή y = −1.

� Για y = 5, η (1) γίνεται

(x+ 1)2 = 5

⇔ x2 + 2x+ 1 = 5

⇔ x2 + 2x− 4 = 0.



Η εξίσωση αυτή έχει διακρίνουσα ∆ = 22−4(−4) = 4+16 = 20 > 0, εποµένως έχει

ϱίζες

x1 =
−2 +

√
20

2
=

−2 + 2
√
5

2
=

√
5− 1

x2 =
−2−

√
20

2
=

−2− 2
√
5

2
= −1−

√
5.

� Για y = −1, η (1) γίνεται

(x+ 1)2 = −1

⇔ x2 + 2x+ 1 = −1

⇔ x2 + 2x+ 2 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει διακρίνουσα ∆ = 22 − 4 · 2 = 4− 8 = −4 < 0, εποµένως είναι

αδύνατη.

Συνεπώς, οι ϱίζες τις αρχικής εξίσωσης (x+ 1)4 − 4 (x+ 1)2 − 5 = 0, είναι οι αριθµοί√
5− 1, −1 −

√
5.


