
Εξισώσεις Α΄ ϐαθµού - Η εξίσωση xν = α

∆ίνεται η παραµετρική εξίσωση

λ2(x+ λ) = 4x+ 2λ2 (1)

Να ϐρεθούν οι τιµές του λ ∈ R, ώστε η εξίσωση (1)

(α) να είναι ταυτότητα

(ϐ) να είναι αδύνατη

(γ) να έχει λύση

΄Ασκηση 1.

Λύση. Αρχικά, µετασχηµατίζουµε την εξίσωση στη µορφή αx = β. ΄Ετσι έχουµε ότι

λ2(x+ λ) = 4x+ 2λ2

⇔ λ2x+ λ3 = 4x+ 2λ2

⇔ λ2x− 4x = 2λ2 − λ3

⇔
(

λ2 − 4
)

x = 2λ2 − λ3

⇔ (λ− 2)(λ+ 2)x = −λ2(λ− 2).

(α) Για να είναι η εξίσωση αυτή ταυτότητα, πρέπει

{

(λ− 2)(λ+ 2) = 0
−λ2(λ− 2) = 0

}

⇔
{

λ = 2 ή λ = −2
λ = 0 ή λ = 2

}

⇔ λ = 2.

(ϐ) Για να είναι η εξίσωση αδύνατη, πρέπει

{

(λ− 2)(λ+ 2) = 0
−λ2(λ− 2) 6= 0

}

⇔
{

λ = 2 ή λ = −2
λ 6= 0 και λ 6= 2

}

⇔ λ = −2.

(γ) Η εξίσωση έχει λύση όταν δεν είναι αδύνατη. ∆ηλαδή, σύµφωνα µε το ερώτηµα (ϐ),

πρέπει λ 6= −2.



Να λυθεί η εξίσωση

x3 − 3x2 = 16x− 48.

΄Ασκηση 2.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

x3 − 3x2 = 16x− 48

⇔ x3 − 3x2 − 16x+ 48 = 0

⇔ x2(x− 3)− 16(x− 3) = 0

⇔ (x− 3)(x2 − 16) = 0

⇔ (x− 3)(x− 4)(x+ 4) = 0

⇔ x− 3 = 0 ή x− 4 = 0 ή x+ 4 = 0

⇔ x = 3 ή x = 4 ή x = −4.

Να λυθεί η εξίσωση
3

x− 2
− 3x− 2

x2 − 4
=

1

x+ 2
.

΄Ασκηση 3.

Λύση. Πρέπει

� x− 2 6= 0 ⇔ x 6= 2

� x2 − 4 6= 0 ⇔ (x− 2)(x+ 2) 6= 0 ⇔ x 6= 2 και x 6= −2

� x+ 2 6= 0 ⇔ x 6= −2

Ισοδύναµα, πρέπει x 6= 2 και x 6= −2. Οπότε, για x 6= ±2, η εξίσωση γίνεται

3

x− 2
− 3x− 2

x2 − 4
=

1

x+ 2

⇔ (x2 − 4)
3

x− 2
− (x2 − 4)

3x− 2

x2 − 4
= (x2 − 4)

1

x+ 2

⇔ 3(x+ 2)− (3x− 2) = x− 2

⇔ 3x+ 6− 3x+ 2 = x− 2

⇔ x = 10



η οποία είναι δεκτή διότι ικανοποιεί τους αρχικούς περιορισµούς.

Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α) 4− |x| = 0

(ϐ) 3|x| − 9 = 0

(γ) 3 (|x|+ 2) = |x|

(δ) 2
(

|x|+ 1
)

+ 4
(

|x|+ | − x|
)

= 3 + |2x|

(ε) |2x+ 2| − 2 = 0

΄Ασκηση 4.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

4− |x| = 0 ⇔ |x| = 4 ⇔ x = 4 ή x = −4.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

3|x| − 9 = 0 ⇔ 3|x| = 9 ⇔ |x| = 3 ⇔ x = 3 ή x = −3.

(γ) ΄Εχουµε ότι

3 (|x|+ 2) = |x|

⇔ 3|x|+ 6 = |x|

⇔ 2|x| = −6

⇔ |x| = −3

η οποία είναι αδύνατη, αφού |x| ≥ 0, για κάθε πραγµατικό αριθµό x.

(δ) Σύµφωνα µε τις ιδιότητες των απολύτων, έχουµε ότι |−x| = |x|. ΄Αρα, η εξίσωση γίνεται

2
(

|x|+ 1
)

+ 4
(

|x|+ | − x|
)

= 3 + |2x|

⇔ 2|x|+ 2 + 4|x|+ 4| − x| = 3 + |2x|

⇔ 2|x|+ 2 + 4|x|+ 4|x| = 3 + 2|x|

⇔ 2|x|+ 4|x|+ 4|x| − 2|x| = 3− 2

⇔ 8|x| = 1

⇔ x =
1

8
ή x = −1

8
.



(ε) ΄Εχουµε ότι

|2x+ 2| − 2 = 0

⇔ |2x+ 2| = 2

⇔ 2x+ 2 = 2 ή 2x+ 2 = −2

⇔ 2x = 0 ή 2x = −4

⇔ x = 0 ή x = −2.

Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α) 2− |x| − 1

3
=

2|x| − 1

9
+ |x|

(ϐ) 1− |4x− 6| − 2

4
=

1 + |3− 2x|
2

− 2

΄Ασκηση 5.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

2− |x| − 1

3
=

2|x| − 1

9
+ |x|

⇔ 2 · 9− 9
|x| − 1

3
= 9

2|x| − 1

9
+ 9|x|

⇔ 18− 3 (|x| − 1) = 2|x| − 1 + 9|x|

⇔ 18− 3|x|+ 3 = 2|x| − 1 + 9|x|

⇔ −3|x| − 2|x| − 9|x| = −1 − 18− 3

⇔ −14|x| = −22

⇔ |x| = 11

7

⇔ x =
11

7
ή x = −11

7
.



(ϐ) ΄Εχουµε ότι

1− |4x− 6| − 2

4
=

1 + |3− 2x|
2

− 2

⇔ 4 · 1− 4
|4x− 6| − 2

4
= 4

1 + |3− 2x|
2

− 2 · 4

⇔ 4− (|4x− 6| − 2) = 2 (1 + |3− 2x|)− 8

⇔ 4− |4x− 6|+ 2 = 2 + 2|3− 2x| − 8

⇔ 4− |2(2x− 3)|+ 2 = 2 + 2|3− 2x| − 8

⇔ 4− 2|2x− 3|+ 2 = 2 + 2|3− 2x| − 8

⇔ 4− 2|3− 2x|+ 2 = 2 + 2|3− 2x| − 8

⇔ −2|3− 2x| − 2|3− 2x| = 2− 8− 4− 2

⇔ −4|3− 2x| = −12

⇔ |3− 2x| = 3

⇔ 3− 2x = 3 ή 3− 2x = −3

⇔ x = 0 ή x = 3.

Να λυθεί η εξίσωση

|x− 3| =
√
x2 − 2x+ 1.

΄Ασκηση 6.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

|x− 3| =
√
x2 − 2x+ 1

⇔ |x− 3| =
√

(x− 1)2

⇔ |x− 3| = |x− 1|

⇔ x− 3 = x− 1 ή x− 3 = −x+ 1

⇔ 0x = 2 (αδύνατη) ή 2x = 4

⇔ x = 2.



Να λυθεί η εξίσωση

|2x− 1| = 3x− 9.

΄Ασκηση 7.

Λύση. Επειδή |2x− 1| ≥ 0, πρέπει 3x− 9 ≥ 0 ⇔ x ≥ 3.

΄Αρα, για x ≥ 3, έχουµε ότι

|2x− 1| = 3x− 9

⇔ 2x− 1 = 3x− 9 ή 2x− 1 = −3x+ 9

⇔ x = 8 ή 5x = 10

⇔ x = 8 ή x = 2.

΄Οµως, η λύση x = 2 δεν ικανοποιεί τον αρχικό περιορισµό κι έτσι απορρίπτεται. Συνεπώς,

η αρχική εξίσωση έχει µοναδική λύση, την x = 8.

Να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α)
∣

∣3− |x− 3|
∣

∣ = 2

(ϐ)
∣

∣1 + |2x+ 1|
∣

∣ = 1

΄Ασκηση 8.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

∣

∣3− |x− 3|
∣

∣ = 2

⇔ 3− |x− 3| = 2 ή 3− |x− 3| = −2

⇔ |x− 3| = 1 ή |x− 3| = 5

⇔ x− 3 = 1 ή x− 3 = −1 ή x− 3 = 5 ή x− 3 = −5

⇔ x = 4 ή x = 2 ή x = 8 ή x = −2.

(ϐ) Αφού 1+ |2x+1| > 0, έχουµε ότι
∣

∣1+ |2x+1|
∣

∣ = 1+ |2x+1|. ΄Ετσι, η εξίσωση γίνεται



∣

∣1 + |2x+ 1|
∣

∣ = 1

⇔ 1 + |2x+ 1| = 1

⇔ |2x+ 1| = 0

⇔ 2x+ 1 = 0

⇔ x = −1

2
.

Να λυθεί η εξίσωση

|(x− 1)(x− 2)| = |x− 1|.

΄Ασκηση 9.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

|(x− 1)(x− 2)| = |x− 1|

⇔ |x− 1| · |x− 2| = |x− 1|

⇔ |x− 1| · |x− 2| − |x− 1| = 0

⇔ |x− 1|
(

|x− 2| − 1
)

= 0

⇔ |x− 1| = 0 ή |x− 2| − 1 = 0

⇔ x− 1 = 0 ή |x− 2| = 1

⇔ x = 1 ή x− 2 = 1 ή x− 2 = −1

⇔ x = 1 ή x = 3 ή x = 1

⇔ x = 1 ή x = 3.

Να λυθεί η εξίσωση

|x− 2|+ |2− x|+ |x− 1| = 2 + x.

΄Ασκηση 10.



Λύση. ΄Εχουµε ότι

|x− 2|+ |2− x|+ |x− 1| = 2 + x

⇔ |x− 2|+ |x− 2|+ |x− 1| = 2 + x

⇔ 2|x− 2|+ |x− 1| = 2 + x (1)

Κάνουµε τον πίνακα προσήµου:

Στη συνέχεια, διακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις :

� Αν x ≤ 1, τότε η εξίσωση (1) γίνεται

2|x− 2|+ |x− 1| = 2 + x

⇔ 2(−x+ 2)− x+ 1 = 2 + x

⇔ −2x+ 4− x+ 1 = 2 + x

⇔ −4x = −3

⇔ x =
3

4
,

η οποία είναι δεκτή διότι
3

4
≤ 1.

� Αν 1 < x ≤ 2, τότε η εξίσωση (1) γίνεται

2|x− 2|+ |x− 1| = 2 + x

⇔ 2(−x+ 2) + x− 1 = 2 + x

⇔ −2x+ 4 + x− 1 = 2 + x

⇔ −2x = −1

⇔ x =
1

2

η οποία απορρίπτεται διότι
1

2
/∈ (1, 2]



� Αν x > 2, τότε η εξίσωση (1) γίνεται

2|x− 2|+ |x− 1| = 2 + x

⇔ 2(x− 2) + x− 1 = 2 + x

⇔ 2x− 4 + x− 1 = 2 + x

⇔ 2x = 7

⇔ x =
7

2

η οποία είναι δεκτή διότι
7

2
> 2.

Συνεπώς, οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι x =
3

4
, x =

7

2
.

Να λυθεί η εξίσωση
∣

∣|x− 2|+ 2
∣

∣ =
∣

∣|x− 1| − 3
∣

∣.

΄Ασκηση 11.

Λύση. Παρατηρούµε ότι |x− 2|+ 2 > 0. Οπότε, έχουµε ότι

∣

∣|x− 2|+ 2
∣

∣ =
∣

∣|x− 1| − 3
∣

∣

⇔ |x− 2|+ 2 =
∣

∣|x− 1| − 3
∣

∣

⇔
∣

∣|x− 1| − 3
∣

∣ = |x− 2|+ 2

⇔ |x− 1| − 3 = |x− 2|+ 2 ή |x− 1| − 3 = −|x− 2| − 2

⇔ |x− 1| − |x− 2| = 5 (1) ή |x− 1|+ |x− 2| = 1 (2)

Για την εξίσωση (1), κάνουµε τον πίνακα προσήµου

και διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :



� Αν x ≤ 1, τότε

(1) ⇔ −x + 1− (−x+ 2) = 5

⇔ −x + 1 + x− 2 = 5

⇔ 0x = 6

η οποία είναι αδύνατη.

� Αν 1 < x ≤ 2, τότε

(1) ⇔ x− 1− (−x+ 2) = 5

⇔ x− 1 + x− 2 = 5

⇔ 2x = 8

⇔ x = 4

η οποία απορρίπτεται, διότι 4 /∈ (1.2].

� Αν x > 2, τότε

(1) ⇔ x− 1− (x− 2) = 5

⇔ x− 1− x+ 2 = 5

⇔ 0x = 4

η οποία είναι αδύνατη.

Για την εξίσωση (2), έχουµε ότι

� Αν x ≤ 1, τότε

(2) ⇔ −(x− 1)− x+ 2 = 1

⇔ −x+ 1− x+ 2 = 1

⇔ −2x = −2

⇔ x = 1

η οποία είναι δεκτή. διότι 1 ≤ 1

� Αν 1 < x ≤ 2, τότε

(2) ⇔ x− 1− x+ 2 = 1

⇔ 0x = 0

η οποία είναι ταυτότητα.



� Αν x > 2, τότε

(2) ⇔ x− 1 + x− 2 = 1

⇔ 2x = 4

⇔ x = 2

η οποία απορρίπτεται, διότι 2 /∈ (2.+∞).

΄Αρα, οι λύσεις τις αρχικής εξίσωσης είναι όλοι οι αριθµοί x ∈ [1, 2].

Να λυθοούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α) x4 = 3

(ϐ) x8 = −3

(γ) x5 =
√
2

(δ) x3 = − 5
√
3

΄Ασκηση 12.

Λύση. (α) Η εξίσωση αυτή έχει τη µορφή xν = α, µε α = 3 > 0 και ν = 4 (άρτιος).

΄Αρα, έχει δύο λύσεις, τις x1 =
4
√
3 και x2 = − 4

√
3. ∆ηλαδή,

x4 = 3 ⇔ x =
4
√
3 ή x =

4
√
3.

(ϐ) Η εξίσωση αυτή έχει τη µορφή xν = α, µε α = −3 < 0 και ν = 8 (άρτιος). Εποµένως,

η εξίσωση x8 = −3 είναι αδύνατη.

(γ) Η εξίσωση αυτή έχει τη µορφή xν = α, µε α =
√
2 > 0 και ν = 5 (περιττός). Εποµένως,

έχει µοναδική λύση, τη

x =
5

√√
2 =

10
√
2.

(δ) Η εξίσωση αυτή έχει τη µορφή xν = α, µε α = − 5
√
3 < 0 και ν = 3 (περιττός).

Εποµένως, έχει ακριβώς µία λύση, τη

x = − 3

√

| − 5
√
3| = − 3

√

5
√
3 = − 15

√
3.



Να λυθοούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α) 1− 16x4 = 0

(ϐ) 3x6 + 5 = 0

(γ) 27x3 + 8 = 0

(δ) 32x5 − 243 = 0

΄Ασκηση 13.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

1− 16x4 = 0

⇔ 16x4 = 1

⇔ x4 =
1

16

⇔ x4 =

(

1

2

)4

⇔ x =
1

2
ή x = −1

2
.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι 3x6 + 5 = 0 ⇔ x6 = −5

3
, η οποία είναι αδύνατη.

(γ) ΄Εχουµε ότι

27x3 + 8 = 0

⇔ 27x3 = −8

⇔ x3 = − 8

27

⇔ x3 =

(

−2

3

)3

⇔ x = −2

3
.



(δ) ΄Εχουµε ότι

32x5 − 243 = 0

⇔ 32x5 = 243

⇔ x5 =
243

32

⇔ x5 =

(

3

2

)5

⇔ x =
3

2
.

Να λυθοούν οι παρακάτω εξισώσεις :

(α) x7 − 3x = 0

(ϐ) 3x5 + 4x2 = 0

(γ) (x− 1)8 − 256 = 0

(δ) (3x− 1)3 + 125 = 0

΄Ασκηση 14.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

x7 − 3x = 0 ⇔ x(x6 − 3) = 0

⇔ x = 0 ή x6 = 3

⇔ x = 0 ή x =
6
√
3 ή x = − 6

√
3.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

3x5 + 4x2 = 0 ⇔ x2(3x3 + 4) = 0

⇔ x2 = 0 ή 3x3 + 4 = 0

⇔ x = 0 ή x3 = −4

3

⇔ x = 0 ή x = − 3

√

4

3
.



(γ) ΄Εχουµε ότι

(x− 1)8 − 256 = 0 ⇔ (x− 1)8 = 256

⇔ x− 1 =
8
√
256 ή x− 1 = − 8

√
256

⇔ x− 1 = 2 ή x− 1 = −2

⇔ x = 3 ή x = −1.

(δ) ΄Εχουµε ότι

(3x− 1)3 + 125 = 0 ⇔ (3x− 1)3 = −125

⇔ 3x− 1 = − 3
√
125

⇔ 3x− 1 = −5

⇔ x = −4

3
.

Για τις διάφορες τιµές του λ ∈ R, να λυθούν οι παρακάτω εξισώσεις

(α) 3− (x− 2)8 = λ

(ϐ) (x+ 1)5 − λ = 2

΄Ασκηση 15.

Λύση. (α) Η εξίσωση αυτή γίνεται

(x− 2)8 = 3− λ.

∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

� Αν 3− λ < 0 ⇔ λ > 3, τότε η εξίσωση είναι αδύνατη (διότι ο εκθέτης είναι άρτιος).

� Αν 3− λ = 0 ⇔ λ = 3, τότε

(x− 2)8 = 0 ⇔ x− 2 = 0 ⇔ x = 2.

� Αν 3− λ > 0 ⇔ λ < 3, τότε

(x− 2)8 = 3− λ

⇔ x− 2 =
8
√
3− λ ή x− 2 = − 8

√
3− λ

⇔ x = 2 +
8
√
3− λ ή x = 2− 8

√
3− λ.



(ϐ) Η εξίσωση αυτή γίνεται

(x+ 1)5 = 2 + λ.

Επειδή ο εκθετης της δύναµης (x+1)5 είναι περιττός, η εξίσωση αυτή έχει λύση για κάθε

λ ∈ R (και µάλιστα µοναδική). ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

� Αν 2 + λ ≥ 0 ⇔ λ ∈ [−2,+∞), τότε

(x+ 1)5 = 2 + λ

⇔ x+ 1 =
5
√
2 + λ

⇔ x =
5
√
2 + λ− 1.

� Αν 2 + λ < 0 ⇔ λ ∈ (−∞,−2), τότε

(x+ 1)5 = 2 + λ

⇔ x+ 1 = − 5

√

−(2 + λ)

⇔ x = − 5
√
−2− λ− 1.


