
Απόλυτη τιµή - Ρίζες πραγµατικών αριθµών

Αν −2 < α < 3, να απλοποιηθεί η παράσταση

A = |α+ 2|+ |α− 3|+ |α + 4|+ |α− 5|.

΄Ασκηση 1.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

� −2 < α ⇒ α + 2 > 0. ΄Αρα, |α+ 2| = α + 2.

� α < 3 ⇒ α− 3 < 0. ΄Αρα, |α− 3| = −(α− 3) = −α + 3.

� −2 < α και −4 < −2, οπότε −4 < α ⇒ α+ 4 > 0. ΄Αρα, |α + 4| = α+ 4.

� α < 3 και 3 < 5, οπότε α < 5 ⇒ α− 5 < 0. ΄Αρα, |α− 5| = −(α− 5) = −α + 5.

Συνεπώς, η παράσταση γίνεται

A = |α + 2|+ |α− 3|+ |α+ 4|+ |α− 5|

= α + 2− α + 3 + α + 4− α+ 5

= 14.

Αν −1 < x < 4, να δειχθεί ότι

∣

∣5− |x− 4|
∣

∣ = x+ 1.

΄Ασκηση 2.

Λύση. Αφού x < 4, έχουµε ότι x− 4 < 0. ΄Αρα,

∣

∣5− |x− 4|
∣

∣ =
∣

∣5− [−(x− 4)]
∣

∣

=
∣

∣5− (−x+ 4)
∣

∣

= |5 + x− 4|

= |x+ 1|

= x+ 1 (διότι − 1 < x ⇒ x+ 1 > 0).



Να απλοποιηθούν οι παρακάτω παραστάσεις :

(α) A = x2 + 2|x− 1|

(ϐ) B = |2x− 4|+ 3x

(γ) Γ = |x2 + 1|+ |x2 − 2x+ 1| − x

(δ) ∆ = |x+ 1|+ |x+ 2|+ |2x− 6|

΄Ασκηση 3.

Λύση. Σε οριµένες ασκήσεις που δεν έχουµε περιορισµούς για την παράµετρο x, για

να ϐγάλουµε τα απόλυτα πρέπει αναγκαστικά να διακρίνουµε περιπτώσεις :

(α) ΄Εχουµε ότι

� Αν x− 1 ≥ 0 ⇔ x ≥ 1, τότε η παράσταση γίνεται

A = x2 + 2(x− 1) = x2 + +2x− 2.

� Αν x− 1 < 0 ⇔ x < 1, τότε η παράσταση γίνεται

A = x2 + 2[−(x− 1)] = x2 + 2(−x+ 1) = x2 − 2x+ 2.

Συνεπώς, η παράσταση A γράφεται ως

A =

{

x2 + 2x− 2, αν x ≥ 1
x2 − 2x+ 2, αν x < 1

.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

� Αν 2x− 4 ≥ 0 ⇔ x ≥ 2, τότε η παράσταση γίνεται

B = |2x− 4|+ 3x = 2x− 4 + 3x = 5x− 4.

� Αν 2x− 4 < 0 ⇔ x < 2, τότε η παράσταση γίνεται

B = |2x− 4|+ 3x = −(2x− 4) + 3x = −2x+ 4 + 3x = x+ 4.

Συνεπώς, η παράσταση A γράφεται ως

B =

{

5x− 4, αν x ≥ 2
x+ 4, αν x < 2

.

(γ) Παρατηρούµε ότι

� x2 + 1 > 0, για κάθε x ∈ R (ως άθροισµα ϑετικών αριθµών), και

� x2 − 2x+ 1 = (x− 1)2 ≥ 0, για κάθε x ∈ R (ως τετράγωνο αριθµού).



Οπότε, η παράσταση γίνεται

Γ = |x2 + 1|+ |x2 − 2x+ 1| − x

= x2 + 1 + x2 − 2x+ 1− x

= 2x2 − 3x+ 2.

(δ) Η παράσταση ∆ = |x + 1| + |x + 2| + |2x − 6|, περιέχει παραπάνω από µία απόλυτη

τιµή. Σε αυτές τις περιπτώσεις ϐρίσκουµε τις ϱίζες και το πρόσηµο της κάθε παράστασης

που ϐρίσκεται µέσα σε απόλυτο :

� x+ 1 = 0 ⇔ x = −1. Επίσης, ισχύει ότι

x+ 1 > 0 ⇔ x > −1 και x+ 1 < 0 ⇔ x < −1.

� x+ 2 = 0 ⇔ x = −2. Επίσης, ισχύει ότι

x+ 2 > 0 ⇔ x > −2 και x+ 2 < 0 ⇔ x < −2.

� 2x− 6 = 0 ⇔ x = 3. Επίσης, ισχύει ότι

2x− 6 > 0 ⇔ x > 3 και 2x− 6 < 0 ⇔ x < 3.

Στη συνέχεια χωρίζουµε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών σε υποδιαστήµατα (κάνοντας

πίνακα τιµών):

Οπότε,

� Αν x ∈ (−∞,−2], τότε

∆ = |x+ 1|+ |x+ 2|+ |2x− 6|
= −(x+ 1)− (x+ 2)− (2x− 6)

= −x− 1− x− 2− 2x+ 6 = −4x+ 3.

� Αν x ∈ (−2,−1], τότε

∆ = |x+ 1|+ |x+ 2|+ |2x− 6|
= −(x+ 1) + (x+ 2)− (2x− 6)

= −x− 1 + x+ 2− 2x+ 6 = −2x+ 7.



� Αν x ∈ (−1, 3], τότε

∆ = |x+ 1|+ |x+ 2|+ |2x− 6|
= x+ 1 + (x+ 2)− (2x− 6)

= x+ 1 + x+ 2− 2x+ 6 = 9.

� Αν x ∈ (3,+∞], τότε

∆ = |x+ 1|+ |x+ 2|+ |2x− 6|
= x+ 1 + x+ 2 + 2x− 6

= 4x− 3.

Συνεπώς, η παράσταση γίνεται

∆ =















−4x+ 3, αν x ≤ −2
−2x+ 7, αν −2 < x ≤ −1

9, αν −1 < x ≤ 3
4x− 3, αν x > 3

.

΄Εστω x, y τα µήκη των πλευρών ορθογώνιου παραλληλογράµµου. Αν |x− 1| <
0, 5 και |y − 5| < 2, 5, να εκτιµήσετε τη τιµή της περιµέτρου του.

΄Ασκηση 4.

Λύση. Η περίµετρος του ορθογωνίου δίνεται από τη σχέση

Π = 2x+ 2y.

Επίσης, έχουµε ότι

� |x− 1| < 0, 5 ⇒ −0, 5 < x− 1 < 0, 5 ⇒ 0, 5 < x < 1, 5 (1)

� |y − 5| < 2, 5 ⇒ −2, 5 < y − 5 < 2, 5 ⇒ 2, 5 < y < 7, 5 (2)

Προσθέτοντας τις ανισότητες (1) και (2) κατά µελη, προκύπτει ότι

3 < x+ y < 9 (3).

Τέλος, πολλαπασιάζουµε κάθε µέλος της ανισότητας (3) µε το 2 > 0, και παίρνουµε ότι

6 < 2(x+ y) < 18

ή

6 < Π < 18.

΄Αρα, η περίµετρος Π του ορθογωνίου είναι µεταξύ του 6 και του 18.



Να συµπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας όπως δείχνει η πρώτη γραµµή του.

΄Ασκηση 5.

Απολυτη Τιµη Αποσταση ∆ιαστηµα ’Η Ενωση ∆ιαστηµατων

|x− 1| ≤ 2 d(x, 1) ≤ 2 [−1, 3]

d(x, 4) > 1

|x+ 1| < 5

[−4, 2]

(−∞,−4] ∪ [6,+∞)

Λύση. ΄Εχουµε τα εξής :

�

d(x, 4) > 1 ⇔ |x− 4| > 1

⇔ x− 4 > 1 ή x− 4 < −1

⇔ x > 5 ή x < 3

⇔ x ∈ (−∞, 3) ∪ (5,+∞).

�

|x+ 1| < 5 ⇔ |x− (−1)| < 5

⇔ d(x,−1) < 5

⇔ −5 < x+ 1 < 5

⇔ −6 < x < 4

⇔ x ∈ (−6, 4).



� Το διάστηµα [−4, 2] έχει κέντρο x0 =
−4 + 2

2
= −1 και ακτίνα ρ =

2− (−4)

2
= 3.

΄Αρα, έχουµε ότι

x ∈ [−4, 2] ⇔ d (x,−1) ≤ 3

⇔ |x+ 1| ≤ 3.

� Το διάστηµα [−4, 6] έχει κέντρο x0 =
−4 + 6

2
= 1 και ακτίνα ρ =

6− (−4)

2
= 5.

΄Αρα, έχουµε ότι

x ∈ (−∞,−4] ∪ [6,+∞) ⇔ d (x, 1) ≥ 5

⇔ |x− 1| ≥ 5.

Εποµένως, ο πίνακας γίνεται

Απολυτη Τιµη Αποσταση ∆ιαστηµα ’Η Ενωση ∆ιαστηµατων

|x− 1| ≤ 2 d(x, 1) ≤ 2 [−1, 3]

|x− 4| > 1 d(x, 4) > 1 (−∞, 3) ∪ (5,+∞)

|x+ 1| < 5 d(x,−1) < 5 (−6, 4)

|x+ 1| ≤ 3 d(x,−1) ≤ 3 [−4, 2]

|x− 1| ≥ 5 d(x, 1) ≥ 5 (−∞,−4] ∪ [6,+∞)

΄Εστω α, β δύο πραγµατικοί αριθµοί µε α < β. Για ποιούς αριθµούς x ∈ R

ισχύει ότι

(α)

∣

∣

∣

∣

x− α+ β

2

∣

∣

∣

∣

=
β − α

2
;

(β)

∣

∣

∣

∣

x− α+ β

2

∣

∣

∣

∣

<
β − α

2
;

(γ)

∣

∣

∣

∣

x− α+ β

2

∣

∣

∣

∣

>
β − α

2
;

΄Ασκηση 6.



Λύση. (α): ∆ίακρίνουνε δύο περιπτώσεις. Αν x >
α + β

2
, τότε

∣

∣

∣

∣

x− α + β

2

∣

∣

∣

∣

=
β − α

2

⇔ x− α + β

2
=

β − α

2

⇔ x =
α + β

2
+

β − α

2

⇔ x =
α + β + β − α

2
⇔ x = β.

Από την άλλη πλευρά, αν x <
α + β

2
, τότε

∣

∣

∣

∣

x− α + β

2

∣

∣

∣

∣

=
β − α

2

⇔ −
(

x− α + β

2

)

=
β − α

2

⇔ −x+
α + β

2
=

β − α

2

⇔ x =
α + β

2
− β − α

2

⇔ x =
α + β − β + α

2
⇔ x = α.

΄Αρα,
∣

∣x− α+β

2

∣

∣ = β−α

2
αν και µόνο αν x = α ή x = β.

(β): ∆ιακρίνοντας τις ίδιες περιπτώσεις, καταλήγουµε στο ότι
∣

∣x− α+β

2

∣

∣ < β−α

2
αν και

µόνο αν α < x < β (δηλαδή x ∈ (α, β)). Οι λεπτοµέρειες αφήνονται σαν άσκηση.

(γ): ∆ιακρίνοντας για ακόµη µια ϕορά τις ίδιες περιπτώσεις, καταλήγουµε στο ότι
∣

∣x− α+β

2

∣

∣ > β−α

2
αν και µόνο αν x < α ή x > β (δηλαδή x ∈ (−∞, α) ∪ (β,+∞)).

Οι λεπτοµέρειες αφήνονται κι αυτές σαν άσκηση.

Αν |α| = 2, |β| = 3 και |γ| = 4, να δειχθεί ότι

|α− β + γ| < 10.

΄Ασκηση 7.



Λύση. Χρησιµοποιούµε την τριγωνική ανισότητα και έτσι έχουµε ότι

|α− β + γ| =
∣

∣(α− β) + γ
∣

∣

≤ |α− β|+ |γ|

≤ |α|+ |β|+ |γ|

= 2 + 3 + 4

= 9

< 10.

Αν |x| ≤ 1, να δειχθεί ότι

|4x4 − 3x3 + 2x2 − x+ 5| ≤ 15.

΄Ασκηση 8.

Λύση. Από την τριγωνική ανισότητα, έχουµε ότι

|4x4 − 3x3 + 2x2 − x+ 5| ≤ |4x4|+ | − 3x3|+ |2x2|+ | − x|+ |5|

= 4|x|4 + 3|x|3 + 2|x|2 + |x|+ 5 (1)

΄Οµως, αφού |x| ≤ 1, έπεται ότι

� |x|4 ≤ 1 ⇒ 4|x|4 ≤ 4

� |x|3 ≤ 1 ⇒ 3|x|3 ≤ 3

� |x|2 ≤ 1 ⇒ 2|x|2 ≤ 2

΄Αρα,

4|x|4 + 3|x|3 + 2|x|2 + |x|+ 5 ≤ 4 + 3 + 2 + 1 + 5 = 15.

Συνεπώς, από τη σχέση (1), προκύπτει ότι

|4x4 − 3x3 + 2x2 − x+ 5| ≤ 15.

(α) Να δειχθεί ότι |α + β| ≤ |α+ γ|+ |β − γ|, για κάθε α, β, γ ∈ R.

(ϐ) Αν |x+ 1| ≤ 5 και |y − 2| ≤ 7, να δειχθεί ότι |x− y + 3| ≤ 12.

΄Ασκηση 9.



Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

|α + β| = |α+ γ − γ + β|

=
∣

∣(α + γ) + (β − γ)
∣

∣

≤ |α+ γ|+ |β − γ|.

(ϐ)΄Εχουµε ότι

|x− y + 3| = |x− y + 1 + 2|

= |x+ 1− y + 2|

=
∣

∣x+ 1− (y − 2)
∣

∣

≤ |x+ 1|+ |y − 2|

≤ 5 + 7 = 12.

Αν |2α+ 3β| < |3α+ 2β|, να δειχθεί ότι |α| > |β|.

΄Ασκηση 10.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

|2α+ 3β| < |3α + 2β|

⇔ |2α+ 3β|2 < |3α+ 2β|2

⇔ (2α+ 3β)2 < (3α + 2β)2

⇔ 4α2 + 12αβ + 9β2 < 9α2 + 12αβ + 4β2

⇔ 4α2 + 9β2 < 9α2 + 4β2

⇔ 5β2 < 5α2

⇔ β2 < α2

⇔ |β|2 < |α|2

⇔ |β| < |α| (αφού |α|, |β| ≥ 0).



Να απλοποιηθούν οι παρακάτω παραστάσεις :

(α) A =
√

5 + 2
√
4

(ϐ) B =
√
24−

√
45 +

√
54 +

√
20

(γ) Γ =

√

6

7
·
√

21

6
+

√
21 ·

√
35√

15

(δ) ∆ =
√

16 +
√
60

΄Ασκηση 11.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

A =

√

5 + 2
√
4 =

√
5 + 2 · 2

=
√
5 + 4 =

√
9

= 3.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

B =
√
24−

√
45 +

√
54 +

√
20

=
√
4 · 6−

√
9 · 5 +

√
9 · 6 +

√
4 · 5

=
√
4 ·

√
6−

√
9 ·

√
5 +

√
9 ·

√
6 +

√
4 ·

√
5

= 2
√
6− 3

√
5 + 3

√
6 + 2

√
5

= 5
√
6−

√
5.

(γ) ΄Εχουµε ότι

Γ =

√

6

7
·
√

21

6
+

√
21 ·

√
35√

15
=

√

6

7
· 21
6

+

√
21 ·

√
35√

15

=

√

21

7
+

√
3 · 7 ·

√
5 · 7√

3 · 5
=

√
3 +

√
3 ·

√
7 ·

√
5 ·

√
7√

3 ·
√
5

=
√
3 +

√
3 ·

√
5 · (

√
7)2√

3 ·
√
5

=
√
3 + (

√
7)2 = 7 +

√
3.

(δ) ΄Εχουµε ότι



∆ =

√

16 +
√
60 =

√

16 +
√
4 · 15

=

√

16 +
√
4 ·

√
15 =

√

16 + 2
√
15

=

√

15 + 2
√
15 + 1 =

√

(√
15 + 1

)2

= |
√
15 + 1| =

√
15 + 1.

Να τραπούν οι παρακάτω παραστάσεις σε ισοδύναµες, χωρίς ϱιζικά στους παρα-

νοµαστές :

(α)
4√
5

(ϐ)
4√
3− 2

(γ)
10√

5 +
√
7

(δ)
3
5
√
2

΄Ασκηση 12.

Λύση.

(α) ΄Εχουµε ότι

4√
5
=

4
√
5√

5 ·
√
5
=

4
√
5

5
.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

4√
3− 2

=
4
(√

3 + 2
)

(√
3− 2

) (√
3 + 2

)

=
4
(√

3 + 2
)

(√
3
)2 − 22

=
4
(√

3 + 2
)

3− 4

= −4
(√

3 + 2
)

.

(γ) ΄Εχουµε ότι

10√
5 +

√
7

=
10

(√
5−

√
7
)

(√
5 +

√
7
) (√

5−
√
7
)

=
10

(√
5−

√
7
)

(√
5
)2 −

(√
7
)2

= −5
(√

5−
√
7
)

.

(δ) Σε αυτές τις περιπτώσεις ϑέλουµε να ϕέρουµε τον παρανοµαστή στη µορφή ν

√
αν,

οπότε πολλαπλάσιάζουµε µε τη κατάλληλη ϱίζα τον αριθµητή και του παρανοµαστή του



κλάσµατος. ΄Εχουµε ότι

3
5
√
2
=

3 · 5
√
24

5
√
2 · 5

√
24

=
3 · 5

√
24

5
√
2 · 24

=
3 · 5

√
24

5
√
25

=
3 · 5

√
24

2
.

Αν x είναι ϱητός, να τραπούν οι παρακάτω παραστάσεις σε ισοδύναµες, µε ϱητό

παρανοµαστή :

(α)
2 + 3

√
5

2
√
3− 3

√
5

(ϐ)
2− x√

x2 + 3 + 1

(γ)
2√

9x2 + 5− 3x+ 2

(δ)
1

3
√
x+ 1

(ε)
3

3
√
2− 3

√
7

΄Ασκηση 13.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

2 + 3
√
5

2
√
3− 3

√
5

=

(

2 + 3
√
5
) (

2
√
3 + 3

√
5
)

(

2
√
3− 3

√
5
) (

2
√
3 + 3

√
5
)

=
4
√
3 + 6

√
5 + 6

√
15 + 9(

√
5)2

(2
√
3)2 − (3

√
5)2

=
4
√
3 + 6

√
5 + 6

√
15 + 45

12− 45

= −4
√
3 + 6

√
5 + 6

√
15 + 45

33
.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι



2− x√
x2 + 5 + 1

=
(2− x)(

√
x2 + 5− 1)

(
√
x2 + 5 + 1)(

√
x2 + 5− 1)

=
(2− x)(

√
x2 + 5− 1)

(
√
x2 + 5)2 − 12

=
(2− x)(

√
x2 + 5− 1)

|x2 + 5| − 12

=
(2− x)(

√
x2 + 5− 1)

x2 + 5− 1

=
(2− x)(

√
x2 + 5− 1)

x2 − 4

=
(2− x)(

√
x2 + 5− 1)

(x− 2)(x+ 2)

= −
√
x2 + 5− 1

x+ 2
.

(γ) ΄Εχουµε ότι

2√
9x2 + 5− 3x+ 2

=
2√

9x2 + 5− (3x− 2)

=
2
(√

9x2 + 5 + (3x− 2)
)

(√
9x2 + 5− (3x− 2)

)(√
9x2 + 5 + (3x− 2)

)

=
2
(√

9x2 + 5 + (3x− 2)
)

(√
9x2 + 5

)2 − (3x− 2)2

=
2
(√

9x2 + 5 + (3x− 2)
)

9x2 + 5− 9x2 + 12x− 4

=
2
√
9x2 + 5 + 6x− 4

12x+ 1
.

(δ) Στη περίπτωση που έχουµε τρίτες ϱίζες στον παρανοµαστή, κάνουµε χρήση των ταυτο-

τήτων

α3 + β3 = (α+ β) (α2 − αβ + β2)

και

α3 − β3 = (α− β) (α2 + αβ + β2)

∆ηλαδή, αν έχουµε µια παράσταση της µορφής
γ

3
√
α± 3

√
β

, τότε πολλαπλάσιάζουµε µε

( 3
√
α)2 ∓ 3

√
αβ + ( 3

√
β)2.

Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχουµε ότι



1
3
√
x+ 1

=
( 3
√
x)2 − 3

√
x+ 1

( 3
√
x+ 1) [( 3

√
x)2 − 3

√
x+ 1]

=
( 3
√
x)2 − 3

√
x+ 1

( 3
√
x)3 + 13

=
3
√
x2 − 3

√
x+ 1

x+ 1
.

(ε) ΄Εχουµε ότι

3
3
√
2− 3

√
7

=

3

[

( 3
√
2)2 + 3

√
2 3
√
7 + ( 3

√
7)2

]

(

3
√
2− 3

√
7
)

[

( 3
√
2)2 + 3

√
2 3
√
7 + ( 3

√
7)2

]

=

3

[

( 3
√
2)2 + 3

√
2 3
√
7 + ( 3

√
7)2

]

( 3
√
2)3 − ( 3

√
7)3

=

3

[

( 3
√
2)2 + 3

√
2 3
√
7 + ( 3

√
7)2

]

2− 7

= −
3
(

3
√
22 + 3

√
2 3
√
7 +

3
√
72
)

5
.

Αν α ≥ 0 και β ≥ 0, να δειχθεί ότι

(α) α < β ⇔ ν

√
α < ν

√
β,

(ϐ) α = β ⇔ ν

√
α = ν

√
β.

΄Ασκηση 14.

Λύση. (α) Επειδή α, β ≥ 0, έχουµε ότι α = ν

√
αν και β = ν

√
βν. Επίσης, αν x, y ≥ 0,

τότε ισχύει ότι x < y ⇔ xν < yν. Σύµφωνα µε αυτές τις παρατηρήσεις, έχουµε ότι

α < β ⇔ ν

√
αν < ν

√

βν ⇔ ( ν

√
α)ν < ( ν

√

β)ν ⇔ ν

√
α < ν

√

β.

(ϐ) Η απόδειξη είναι παρόµοια και αφήνεται σαν άσκηση.



Να αποδειχθεί ότι

√
42 · 3

√
14 · 5

√
48 =

10
√
67 · 6

√
75 · 15

√
214.

΄Ασκηση 15.

Λύση. ΄Εχουµε ότι
√
42 · 3

√
14 · 5

√
48 = 42

1

2 · 14 1

3 · 48 1

5

= (6 · 7)
1

2 · (2 · 7)
1

3 ·
(

6 · 23
)

1

5

= 6
1

2 · 7 1

2 · 2 1

3 · 7 1

3 · 6 1

5 ·
(

23
)

1

5

= 6
1

2 · 6 1

5 · 7 1

2 · 7 1

3 · 2 1

3 · 2 3

5

= 6
1

2
+

1

5 · 7 1

2
+

1

3 · 2 1

3
+

3

5

= 6
7

10 · 7 5

6 · 2 14

15

=
10
√
67 · 6

√
75 · 15

√
214.

✷

΄Εστω x =
√

10 + 3
√
5−

√

10− 3
√
5.

(α) Να δειχθεί ότι x > 0

(ϐ) Να δειχθεί ότι x = 20− 2
√
55

΄Ασκηση 16.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

√

10 + 3
√
5−

√

10− 3
√
5 > 0

⇔
√

10 + 3
√
5 >

√

10− 3
√
5

⇔
(√

10 + 3
√
5

)2

>

(√

10− 3
√
5

)2

(και τα δύο µέλη είναι ϑετικά)

⇔ 10 + 3
√
5 > 10− 3

√
5 (αφού 10− 3

√
5 > 0)

⇔ 3
√
5 > −3

√
5

⇔ 3 > −3,



που ισχύει. ΄Αρα, x > 0.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

x2 =

(√

10 + 3
√
5−

√

10− 3
√
5

)2

=

(√

10 + 3
√
5

)2

− 2

√

10 + 3
√
5 ·

√

10− 3
√
5 +

(√

10− 3
√
5

)2

= 10 + 3
√
5− 2

√

(

10 + 3
√
5
)(

10− 3
√
5
)

+ 10− 3
√
5

= 20− 2

√

102 −
(

3
√
5
)2

= 20− 2
√
100− 45

= 20− 2
√
55.

Αν α, β > 0, να δειχθεί ότι
√

αβ ≤ α + β

2
.

΄Ασκηση 17.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

√

αβ ≤ α + β

2

⇔ 2
√

αβ ≤ α+ β

⇔
(

2
√

αβ
)2

≤ (α + β) (και τα δύο µέλη είναι ϑετικά)

⇔ 4αβ ≤ α2 + 2αβ + β2

⇔ α2 − 2αβ + β2 ≥ 0

⇔ (α− β)2 ≥ 0, που ισχύει.



∆ίνεται η παράσταση

A =
5
√
x5

x
+

4

√

(x+ 2)2 · 4
√
x2 + 4x+ 4

x+ 2
.

(α) Για ποιες τιµές του x ορίζεται η παράσταση ;

(ϐ) Να απλοποιηθεί η παράσταση.

΄Ασκηση 18.

Λύση.

(α) Πρέπει :

� x5 ≥ 0,

� x2 + 4x+ 4 ≥ 0 (που ισχύει διότι x2 + 4x+ 4 = (x+ 2)2 ≥ 0),

� x 6= 0 και x+ 2 6= 0.

΄Ολα τα παραπάνω ισχύουν για x > 0. Εποµένως, η παράσταση A ορίζεται για x ϑετικά.

(ϐ) Εφόσον x > 0, έχουµε ότι
5
√
x5 = x. Επίσης, έχουµε ότι

4

√

(x+ 2)2 · 4
√
x2 + 4x+ 4 =

4

√

(x+ 2)2 · 4

√

(x+ 2)2 =
4

√

(x+ 2)4 = |x+ 2|.

Επειδή όµως x > 0, έχουµε ότι |x + 2| = x + 2. Συνεπώς, η παράσταση A παίρνει τη

µορφή

A =
x

x
+

x+ 2

x+ 2
= 2

Αν α, β > 0, να δειχθεί ότι

7α− 12
√
αβ√

3α+ 3
√
β

≥
√
3α− 3

√

β.

΄Ασκηση 19.



Λύση. ΄Εχουµε ότι

7α− 12
√
αβ√

3α + 3
√
β

≥
√
3α− 3

√

β

⇔ 7α− 12
√

αβ ≥
(√

3α− 3
√

β
)(√

3α+ 3
√

β
)

⇔ 7α− 12
√

αβ ≥ 3α− 9β

⇔ 4α− 12
√

αβ + 9β ≥ 0

⇔ (2
√
α)2 − 2 · 2

√
α · 3

√

β + (3
√

β)2 ≥ 0

⇔
(

2
√
α− 3

√

β
)2

≥ 0, που ισχύει.


