
Σύνολα - ∆ειγµατικός χώρος - Πιθανότητες

Να γραφούν µε αναγραφή των στοιχείων τους τα παρακάτω σύνολα :

(α) A = {x ∈ Z | − 3 ≤ x ≤ 3}

(ϐ) B = {x ∈ Z | − 3 ≤ x < 3}

(γ) Γ = {x ∈ N | x διαιρέτης του 16}

(δ) ∆ = {x ∈ N | x(x+ 1) = 0}

΄Ασκηση 1.

Λύση. (α) Αφού x ∈ Z και −3 ≤ x ≤ 3 έχουµε ότι x = −3 ή x = −2 ή x = −1
ή x = 0 ή x = 1 ή x = 2 ή x = 3. Εποµένως,

A = {−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3}.

(ϐ) Αφού x ∈ Z και −3 ≤ x < 3 έχουµε ότι x = −3 ή x = −2 ή x = −1 ή

x = 0 ή x = 1 ή x = 2. Εποµένως,

B = {−3,−2,−1, 0, 1, 2}.

(γ) Αφού x ϕυσικός και διαιρέτης του 16 έχουµε ότι x = 1 ή x = 2 ή x = 4 ή

x = 8 ή x = 16. Εποµένως,

Γ = {1, 2, 4, 8, 16}.

(γ) ΄Εχουµε ότι x(x + 1) = 0 ⇔ x = 0 ή x = −1. Αφού x ∈ N, έχουµε ότι x = 0
Εποµένως,

Γ = {0}.

∆ίνονται τα σύνολα A = {−1, 0, k} και B = {λ, 0, 4}. Να ϐρεθούν οι αριθµοί k,

λ ώστε τα δύο αυτά σύνολα να είναι ίσα.

΄Ασκηση 2.

Λύση. Γνωρίζουµε ότι δύο σύνολα είναι ίσα όταν ακριβώς τα ίδια στοιχεία. Εποµένως,

πρέπει

k = 4 και λ = −1.



Θεωρούµε το ϐασικό σύνολο

Ω = {−2,−1, 0, 3, 4, 7, 12}

και τα υποσύνολά του A = {−2, 0, 7} και B = {−1, 0, 7, 12}. Να ϐρεθούν τα

σύνολα :

(α) A ∪ B και A ∩B

(ϐ) A′ και B′

(γ) (A ∪ B)′ και A′ ∩ B′

(δ) (A ∩ B)′ και A′ ∪ B′

΄Ασκηση 3.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

A ∪B = {−2,−1, 0, 7, 12} και A ∩ B = {0, 7}.

(ϐ) Τα A′ και B′ αποτελούνται από τα στοιχεία του Ω που δεν ανήκουν στα A και B

αντίστοιχα. Εποµένως,

A′ = {−1, 3, 4, 12} και B′ = {−2, 3, 4}.

(γ) Το σύνολο (A ∪B)′ αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που δεν ανήκουν στο A ∪ B.

Εποµένως,

(A ∪B)′ = {3, 4}.

Το σύνολο A′ ∩B′ αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που ανήκουν και στα δύο σύνολα A′

και B′. Εποµένως,

A′ ∩B′ = {3, 4}.

(δ) Το σύνολο (A ∩ B)′ αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που δεν ανήκουν στο A ∩ B.

Εποµένως,

(A ∩ B)′ = {−2,−1, 3, 4, 12}.

Το σύνολο A′ ∪ B′ αποτελείται από τα στοιχεία του Ω που ανήκουν τουλάχιστον σε ένα

από τα σύνολα A′ και B′. Εποµένως,

A′ ∪B′ = {−2,−1, 3, 4, 12}.

Παρατηρούµε ότι

(A ∪ B)′ = A′ ∩ B′ και (A ∩B)′ = A′ ∪B′



Ρίχνουµε ένα νόµισµα τρεις διαδοχικές ϕορές.

(α) Να γραφτεί ο δειγµατικός χώρος Ω του πειράµατος.

(ϐ) Να παρασταθούν µε αναγραφή τα ενδεχόµενα που προσδιορίζονται από

την αντίστοιχη ιδιότητα :

� A1: «ο αριθµός των K υπερβαίνει τον αριθµό των Γ»

� A2: «ο αριθµός των K είναι ακριβώς 2»

� A3: «ο αριθµός των Γ είναι τουλάχιστον 2»

� A4: «ίδια όψη και στις τρεις ϱίψεις»

� A5: «στην πρώτη ϱίψη ϕέρνουµε Γ»

(γ) Να ϐρεθούν τα ενδεχόµενα A′

3
, A5 ∩A2 και A5 ∪A4.

΄Ασκηση 4.

Λύση. (α) Για να προσδιορίσουµε το δειγµατικό χώρο Ω, ϑα χρησιµοποιήσουµε ένα

δεντροδιάγραµµα:



Εποµένως, ο δειγµατικός χώρος Ω είναι

Ω = {KKK, KKΓ, KΓK, KΓΓ, ΓKK, ΓKΓ, ΓΓK, ΓΓΓ}.

(ϐ) ΄Εχοντας υπόψη το δειγµατικό χώρο Ω, έχουµε ότι

� A1 = {KKK, KKΓ, KΓK, ΓKK}

� A2 = {KKΓ, KΓK, ΓKK}

� A3 = {KΓΓ, ΓKΓ, ΓΓK, ΓΓΓ}

� A4 = {KKK, ΓΓΓ}

� A5 = {ΓKK, ΓKΓ, ΓΓK, ΓΓΓ}

(γ) Το A′

3
περιέχει όλα τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου που δεν περιέχονται στο A3,

περιέχει δηλαδή τα στοιχεία στα οποία ο αριθµός των Γ είναι µικρότερος από 2. ΄Αρα,

A′

3
= {KKK, KKΓ, KΓK, ΓKK}

Το ενδεχόµενο A5 ∩A2 περιέχει όλα τα κοινά στοιχεία των A5 και A5, δηλαδή τα στοιχεία

µε 2 ακριβώς K εκ των οποίων το Γ να είναι στη πρώτη ϑέση. ΄Αρα,

A5 ∩A2 = {ΓKK}.

Το ενδεχόµενο A5 ∪ A4 περιέχει όλα τα στοιχεία του δειγµατικού χώρου που στην πρώτη

ϑέση έχουν Γ ή τα στοιχεία που έχουν ίδιες και τις τρεις ενδείξεις. Οπότε,

A5 ∪ A4 = {KKK, ΓKK, ΓKΓ, ΓΓK, ΓΓΓ}.

Σε καθεµιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να εξετάσετε αν τα ενδεχόµενα A και

B είναι ασυµβίβαστα :

(α) Ρίχνουµε ένα Ϲάρι. A είναι το ενδεχόµενο να ϕέρουµε 3 και B είναι το

ενδεχόµενο να ϕέρουµε άρτιο αριθµό.

(ϐ) Επιλέγουµε ένα άτοµο. A είναι το ενδεχόµενο να έχει γεννηθεί στην Ελλάδα

και B είναι το ενδεχόµενο να είναι καθολικός.

(γ) Επιλέγουµε µια γυναίκα. A είναι το ενδεχόµενο να έχει ηλικία άνω των 30
και B είναι το ενδεχόµενο να είναι παντρεµένη πάνω από 30 χρόνια.

(δ) Επιλέγουµε κάποιον µε ένα αυτοκίνητο. A είναι το ενδεχόµενο το αυτοκί-

νητό του να είναι ευρωπαϊκό και B είναι το ενδεχόµενο να είναι ασιατικό.

΄Ασκηση 5.



Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι A = {3} και B = {2, 4, 6}. Οπότε, A ∩ B = ∅ κι έτσι τα

ενδεχόµενα A και B είναι ασυµβίβαστα.

(ϐ) Επειδή υπάρχουν ΄Ελληνες που είναι καθολικοί, αυτό σηµαίνει ότι, A ∩ B 6= ∅.

Εποµένως, τα ενδεχόµενα A και B δεν είναι ασυµβίβαστα.

(γ) Επειδή υπάρχουν γυναίκες άνω των 30 που είναι παντρεµένες πάνω από 30 χρόνια,

έχουµε ότι A ∩ B 6= ∅. Εποµένως, τα ενδεχόµενα A και B δεν είναι ασυµβίβαστα.

(δ) Επειδή το αυτοκίνητο δεν µπορεί να είναι ευρωπαϊκό και ασιατικό ταυτόχρονα, έχουµε

ότι A ∩B = ∅. Εποµένως, τα ενδεχόµενα A και B είναι ασυµβίβαστα.

∆ύο παίκτες ϑα παίξουν σκάκι και συµφωνούν νικητής να είναι εκείνος που

πρώτος ϑα κερδίσει δύο παιχνίδια. Αν α είναι το αποτέσµα να κερδίσει ο πρώτος

παίκτης ένα παιχνίδι και β είναι το αποτέλεσµα να κερδίσει ο δεύτερος παίκτης

ένα παιχνίδι, να γράψετε το δειγµατικό χώρο του πειράµατος.

΄Ασκηση 6.

Λύση. Για να προσδιορίσουµε το δειγµατικό χώρο Ω, χρησιµοποιούµε το παρακάτω

δεντροδιάγραµµα:



Εποµένως, ο δειγµατικός χώρος είναι Ω = {αα, αβα, αββ, βαα, βαβ, ββ}.

✷

΄Ενα κουτί περιέχει µπάλες : 10 άσπρες, 15 µαύρες, 5 κόκκινες και 10 πράσινες.

Παίρνουµε τυχαίως µια µπάλα. Να ϐρεθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων η

µπάλα να είναι :

(α) µαύρη

(ϐ) άσπρη ή µαύρη

(γ) ούτε κόκκινη ούτε πράσινη.

΄Ασκηση 7.

Λύση. Το κουτί συνολικά περιέχει

10 + 15 + 5 + 10 = 40 µπάλες.

(α) Οι µαύρες µπάλες που περιέχονται στο κουτί είναι 15. Εποµένως, η πιθανότητα να

είναι η µπάλα µαύρη είναι
15

40
.

(ϐ) Υπάρχουν 10 άσπρες και 15 µαύρες µπάλες. ΄Αρα, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι ίση

µε
10 + 15

40
=

25

40
.

(γ) Το να µην είναι η µπάλα ούτε κόκκινη ούτε πράσινη, σηµαίνει ότι µπορεί να είναι

άσπρη ή µαύρη. ΄Αρα, η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε

10 + 15

40
=

25

40
.

Σε έναν αγώνα η πιθανότητα να κερδίσει ο Λευτέρης είναι 30�, η πιθανότητα να

κερδίσει ο Παύλος είναι 20� και η πιθανότητα να κερδίσει ο Νίκος είναι 40�. Να

ϐρεθεί η πιθανότητα

(α) να κερδίσει ο Λευτέρης ή ο Παύλος

(α) να µην κερδίσει ο Λευτέρης ή ο Νίκος.

΄Ασκηση 8.



Λύση. ΄Εστω Λ, Π και N τα ενδεχόµενα να κερδίσουν ο Λευτέρης, ο Παύλος και ο Νίκος

αντίστοιχα. Από τα δεδοµένα της άσκησης έχουµε ότι

P (Λ) =
30

100
, P (Π) =

20

100
, P (N) =

40

100
.

(α) Τα ενδεχόµενα Λ και Π είναι ασυµβίβαστα. Εποµένως, έχουµε ότι

P (Λ ∪ Π) = P (Λ) + P (Π)

=
30

100
+

20

100

=
50

100
.

΄Αρα, η πιθανότητα να κερδίσει ο Λευτέρης ή ο Παύλος είναι 50�.

(ϐ) Η πιθανότητα να µην κερδίσει ο Λευτέρης ή ο Νίκος ισούται µε

P
[

(Λ ∪N)′
]

= 1− P (Λ ∪N)

= 1− (P (Λ) + P (N))

= 1− P (Λ)− P (N)

= 1−
30

100
−

40

100

=
30

100
.

΄Αρα, η πιθανότητα να µην κερδίσει ο Λευτέρης ή ο Νίκος είναι 30�.

Για τα ενδεχόµενα A και B ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύουν P (A) =
17

30
,

P (B) =
7

15
, και P (A ∪B) =

2

3
.

Να ϐρεθεί η πιθανότητα P (A ∩B).

΄Ασκηση 9.



Λύση. ΄Εχουµε ότι

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

⇔
2

3
=

17

30
+

7

15
− P (A ∩ B)

⇔ P (A ∩B) =
17

30
+

7

15
−

2

3

⇔ P (A ∩B) =
17

30
+

14

30
−

20

30

⇔ P (A ∩B) =
11

30
.

Για τα ενδεχόµενα A και B ενός δειγµατικού χώρου Ω ισχύουν P (A) =
1

2
,

P (A ∩B) =
1

3
, και P (A ∪B) =

5

6
.

Να ϐρεθεί η πιθανότητα P (B).

΄Ασκηση 10.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

⇔
5

6
=

1

2
+ P (B)−

1

3

⇔ P (B) =
5

6
−

1

2
+

1

3

⇔ P (B) =
5

6
−

3

6
+

2

6

⇔ P (A ∩ B) =
4

6
=

2

3
.



Για τα ενδεχόµενα A και B του ίδιου δειγµατικού χώρου Ω, έχουµε ότι P (A) =
1

2
, P (B′) =

2

3
και P (A ∩ B) =

1

12
.

Να ϐρεθεί η πιθανότητα P (A ∪B).

΄Ασκηση 11.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B)

= P (A) + 1− P (B′)− P (A ∩ B)

=
1

2
+ 1−

2

3
−

1

12

=
6

12
+

12

12
−

8

12
−

1

12

=
9

12
=

3

4
.

΄Ενα κατάστηµα δέχεται πιστωτικές κάρτες D ή V . Το 25� των πελατών έχουν

κάρτα D, το 55� έχουν κάρτα V και το 15� έχουν και τις δύο κάρτες. Ποια είναι

η πιθανότητα ένας πελάτης που επιλέγεται τυχαία να έχει µια τουλάχιστον από

τις δύο κάρτες ;

΄Ασκηση 12.

Λύση. ΄Εστω A το ενδεχόµενο να έχει κάρτα D και B το ενδεχόµενο να έχει κάρτα V .

Από τα δεδοµένα της άσκησης έχουµε ότι

P (A) =
25

100
, P (B) =

55

100
, P (A ∩ B) =

15

100
.



΄Εχουµε ότι

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B)

=
25

100
+

55

100
−

15

100

=
65

100
.

΄Αρα, το 65� των πελατών έχει µια τουλάχιστον από τις δύο κάρτες.

Το 10� των ατόµων ενός πληθυσµού έχουν υπέρταση, το 6� στεφανιαία καρδια-

κή ασθένεια και το 2� έχουν και τα δύο. Για ένα άτοµο που επιλέγεται τυχαία

ποια είναι η πιθανότητα να έχει

(α) τουλάχιστον µία ασθένεια ;

(ϐ) µόνο µία ασθένεια ;

΄Ασκηση 13.

Λύση. ΄Εστω Y το ενδεχόµενο να έχει υπέρταση και K το ενδεχόµενο να έχει στεφανιαία

καρδιακή ασθένεια. Από τα δεδοµένα της άσκησης έχουµε ότι

P (Y ) =
10

100
, P (K) =

6

100
, P (Y ∩K) =

2

100
.

(α) ΄Εχουµε ότι

P (Y ∪K) = P (Y ) + P (K)− P (Y ∩K)

=
10

100
+

6

100
−

2

100

=
14

100
.

(ϐ) Το ενδεχόµενο να έχει το άτοµο µόνο µία ασθένεια είναι το (Y −K)∪(K − Y ). Επειδή

τα ενδεχόµενα Y −K και K − Y είναι ασυµβίβαστα, έχουµε ότι



P
[

(Y −K) ∪ (K − Y )
]

= P (Y −K) + P (K − Y )

= P (Y )− P (Y ∩K) + P (K)− P (Y ∩K)

= P (Y ) + P (K)− 2P (Y ∩K)

=
10

100
+

6

100
− 2 ·

2

100

=
12

100
.

Αν
P (A)

P (A′)
=

3

4
, να ϐρεθούν οι πιθανότητες P (A) και P (A′).

΄Ασκηση 14.

Λύση. ΄Εχουµε ότι

P (A)

P (A′)
=

3

4
⇔

P (A)

1− P (A)
=

3

4

⇔ 4P (A) = 3 (1− P (A))

⇔ 4P (A) = 3− 3P (A)

⇔ 7P (A) = 3

⇔ P (A) =
3

7
.

Επιπλέον, έχουµε ότι

P (A′) = 1− P (A)

= 1−
3

7

=
4

7
.



Αν A, B ενδεχόµενα ενός δειγµατικού χώρου Ω µε P (A) =
2

3
και P (B) =

1

2
,

να αποδείξετε ότι

(α)
2

3
≤ P (A ∪B) ≤ 1

(ϐ)
1

6
≤ P (A ∩B) ≤

1

2

΄Ασκηση 15.

Λύση. (α) ΄Εχουµε ότι

A ⊆ A ∪B ⇒ P (A) ≤ P (A ∪B)

⇒
2

3
≤ P (A ∪B) . (1)

Επιπλέον, έχουµε ότι P (A ∪ B) ≤ 1 (2). Συνδιάζοντας τις σχέσεις (1), (2), προκύπτει ότι
2

3
≤ P (A ∪B) ≤ 1.

(ϐ) ΄Εχουµε ότι

A ∩ B ⊆ B ⇒ P (A ∩ B) ≤ P (B)

⇒ P (A ∩ B) ≤
1

2
. (1)

Επιπλέον, έχουµε ότι

1

6
≤ P (A ∩B) ⇔

1

6
≤ P (A) + P (B)− P (A ∪B)

⇔
1

6
≤

2

3
+

1

2
− P (A ∪B)

⇔ P (A ∪ B) ≤
2

3
+

1

2
−

1

6
⇔ P (A ∪ B) ≤ 1, που ισχύει.

Οπότε,
1

6
≤ P (A ∩ B) (2). Συνδιάζοντας τις σχέσεις (1), (2), προκύπτει ότι

1

6
≤ P (A ∩ B) ≤

1

2
.


