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Θέμα Α 

Α1. Θεωρία μέσα από το σχολικό βιβλίο. 

Α2. Θεωρία μέσα από το σχολικό βιβλίο. 

Α3. Θεωρία μέσα από το σχολικό βιβλίο. 

Α4. α) Λάθος     β) Λάθος   γ) Λάθος   δ) Σωστό   ε) Σωστό 

 

Θέμα Β 

Β1. 𝐷𝑔𝑜ℎ = {𝑥𝑒𝐷ℎ: ℎ(𝑥)𝑒𝐷𝑔} = {𝑥𝑒(0, +∞): 𝑙𝑛𝑥𝑒𝑓} = (0, +∞) 

Άρα 𝐴𝑔𝑜ℎ = (0, +∞)   με    𝑓(𝑥) = 𝑔(ℎ(𝑥)) = 𝑔(𝑙𝑛𝑥) =
4−𝑒2𝑙𝑛𝑥

𝑒𝑙𝑛𝑥
=

4−𝑥2

𝑥
, 𝑥 > 0 

Β2. i) 𝑓′(𝑥) =
−2𝑥∙𝑥−4+𝑥2

𝑥2
=

−2𝑥2−4+𝑥2

𝑥2
=

−𝑥2−4

𝑥2
< 0     για  𝑥𝜖(0, +∞) 

Άρα f φθίνουσα για 𝑥𝜖(0, +∞). 

      ii) 𝑓(𝜋) =
4−𝜋2

𝜋
         και     𝑓(𝑒) =

4−𝑒2

𝑒
         όμως     𝜋 > 𝑒    και f 

φθίνουσα για 𝑥𝜖(0, +∞) 

Άρα     𝑓(𝜋) < 𝑓(𝑒) ↔
4−𝜋2

𝜋
<

4−𝑒2

𝑒
       4 − 𝑒2 < 0   άρα 



 

 

4 − 𝜋2

4 − 𝑒2
>

𝜋

𝑒
 

B3. Εφόσον   𝑙𝑖𝑚𝑥→0+
4−𝑥2

𝑥
= +∞    τότε η 𝜀: 𝑥 = 0  είναι κατακόρυφη 

ασύμπτωτη. 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞𝒇(𝒙) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

𝟒 − 𝒙𝟐

𝒙
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(−𝒙) = −∞ 

Άρα δεν έχει οριζόντια ασύμπτωτη 

Εφόσον       𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

4−𝑥2

𝑥2
= −1 

 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞(𝑓(𝑥) + 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ (
4−𝑥2

𝑥
+ 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

4−𝑥2+𝑥2

𝑥
=

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
4

𝑥
= 0 

Έχει πλάγια ασύμπτωτη την 𝜀: 𝑦 = −𝑥 

Β4.  

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2)

𝟒 − 𝒙𝟐

𝒙

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞

𝒙𝝈𝝊𝝂(𝟏 + 𝒙𝟐)

𝟒 − 𝒙𝟐

= 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞[
𝒙

𝟒 − 𝒙𝟐
∙ 𝝈𝝊𝝂(𝟏 + 𝒙𝟐)] 

 

|
𝑥

4 − 𝑥2
𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2)| ≤ |

𝑥

4 − 𝑥2
| 

Άρα        − |
𝑥

4−𝑥2
| ≤

𝑥

4−𝑥2
𝜎𝜐𝜈(1 + 𝑥2) ≤ |

𝑥

4−𝑥2
| 

Από κριτήριο παρεμβολής έχουμε ότι 

𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ (− |
𝑥

𝟒 − 𝒙𝟐
|) = 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞ (|

𝒙

𝟒 − 𝒙𝟐
|) = 𝟎 

Τότε 𝑙𝑖𝑚𝑥→+∞
𝝈𝝊𝝂(𝟏+𝒙𝟐)

𝒇(𝒙)
= 𝟎 

 

  



 

 

Θέμα Γ 
𝛢𝑓 = ℝ  

Γ1. 
 

∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥

2

2

= 1 ⇒ ∫ 𝑥(
1

𝑥
+ 𝑎)𝑑𝑥

2

2

= 1 ⇒ ∫(1 + 𝑎𝑥)

2

2

𝑑𝑥 = 1

⇒ [𝑥 + 𝑎
𝑥2

2
]2

3 = 1 ⇒⇒ 3 +
9

2
𝑎 − (2 + 2𝑎) = 1 ⇒ 5

𝑎

2
= 0

⇒ 𝑎 = 0 
 
Γ2. 
i) 
f(1)=1 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

𝑥2 − 3𝑥 + 2

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−

(𝑥 − 1)(𝑥 − 2)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1−
(𝑥 − 2) = −1 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

1
𝑥

− 1

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1+

1 − 𝑥

𝑥(𝑥 − 1)
= lim

𝑥→1+
(−

1

𝑥
 ) = −1 

 
Έχουμε 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

𝑓(𝑥)−𝑓(1)

𝑥−1
 Επομένως f παραγωγίσιμη στο 𝑥0 = 1 με 

f΄(1)= - 1 
 
ii) 
(𝜀): 𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓΄(1)(𝑥 − 𝑓(1)) ⇒

(𝜀): 𝑦 = −𝑥 + 2
 

 
Έστω ω η ζητούμενη γωνία 
𝜀𝜑𝜔 = 𝑓΄(1) ⇒ 𝜀𝜑𝜔 = −1 ⇒ 𝜔 = 1350 𝛿𝜄ό𝜏𝜄    0 ≤ 𝜔 < 1800 
 
Γ3. 
Για x<1 
 
f΄(x)=2x-3 
𝑥 < 1 ⇒ 2𝑥 < 2 ⇒ 2𝑥 − 3 < −1 ⇒ 𝑓΄(𝑥) < 0∀𝑥 < 1  
Άρα f γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 1) 
 
Για 𝑥 ≥ 1  



 

 

𝑓΄(𝑥) = −
1

𝑥2
< 0∀𝑥 ≥ 1  

Άρα f γνησίως φθίνουσα στο [1, +∞) 
Επιπλέον f συνεχής στο 𝑥0 = 1 ως παραγωγίσιμη 
Άρα f γνησίως φθίνουσα στο 𝛢𝑓. 

 
 f γνησίως φθίνουσα στο (−∞, 1) και συνεχής 
𝑓((−∞, 1)) = ( lim

𝑥→1−
𝑓(𝑥)) = (1, +∞) 

• lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 1 

• lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2 − 3𝑥 + 3) = lim
𝑥→−∞

(𝑥2) = +∞ 

 
f γνησίως φθίνουσα στο [1, +∞) και συνεχής 
f([1,+∞))=( lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥),f(1)] 

 

• lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−∞

(
1

𝑥
) = 0 

 
f(A)=𝑓((−∞, 1)) U f([1,+∞))=(0 ,+∞) 
 
 
Γ4. 

Για 𝑥 ≥ 1 έχουμε 𝑓΄΄(𝑥) =
1

𝑥3
> 0∀𝑥 ≥ 1ά𝜌𝛼𝑓𝜅𝜐𝜌𝜏ή 

Επομένως η 𝐶𝑓 βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της με εξαίρεση 

το σημείο επαφής. 
 
Σημείο επαφής 𝐶𝑓 με (ε) το (1,1) 

Σημείο τομής της (ε) με τον x΄x το (2,0) 
Η (ε) βρίσκεται πάνω από τον x΄x στο [1,2) 

Επομένως 𝛺 = ∫ |𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2)|𝑑𝑥
2

1
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑒

2
  

• 𝐼1 = ∫ |𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2)|𝑑𝑥
2

1
= ∫ [𝑓(𝑥) − (−𝑥 + 2)]𝑑𝑥

2

1
=

∫ (
1

𝑥
+ 𝑥 − 2)𝑑𝑥

2

1
= [ln|𝑥| +

𝑥2

2
− 2𝑥]1

2 = [𝑙𝑛𝑥 +
𝑥2

2
− 2𝑥]1

2 = ln2 −
1

2
 

 

• 𝐼2 = ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
𝑒

2
= ∫ 𝑓(𝑥)

𝑒

2
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥

𝑒

2
= [ln|𝑥|]2

𝑒 = [ln𝑥]2
𝑒 =

1 − ln2 
 



 

 

 

Άρα 𝛺 = 𝛪1 + 𝛪2 =
1

2
 

  



 

 

Θέμα Δ 

Δ1 

Ονομάζω Φ(x)=
𝑓(𝑥)−2𝑥

𝑥−1
   για x κοντά στο 1 και lim

𝑥→1
𝛷(𝑥) = 𝑙 ∈ 𝑅 

Και f(x)=Φ(x)(x-1)+2x 

lim
𝑥→1

[𝛷(𝑥)(𝑥 − 1) + 2𝑥] = 2  ά𝜌𝛼 lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2  

𝜅𝛼𝜄 𝑓 𝜎𝜐𝜈𝜀𝜒ή𝜍 𝜎𝜏𝜊 (0, 2) 𝜔𝜍 𝜋𝜌ά𝜉𝜀𝜄𝜍 𝜅𝛼𝜄 σύνθεση  συνεχών άρα  

f συνεχής και στο 1 τότε f(1)= lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 2 

δηλαδή 2=f(1)=-1+k τότε k=3 

Δ2 

f παρ/μη στο (0, 2) ως πράξει και σύνθεση παρ/μων με  

f ‘ (x)=
1

𝑥−2
+

1

𝑥2
=

(𝑥−1)(𝑥+2)

𝑥2(𝑥−2)
 για κάθε x∈ (0, 2) 𝜀ί𝜈𝛼𝜄 

𝑥+2

𝑥2(𝑥−2)
< 0 

τότε : Αν 𝑥 ∈ (0, 1) είναι f ’(x)>0 και f συνεχής στο 1 τότε  

f γν. αύξουσα στο (0,1]  f((0,1]=( lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥), 𝑓(1)] = (−∞, 2] 

Επειδή 0∈ 𝑓((0, 1])𝜅𝛼𝜄 𝑓(1) ≠ 0, υπάρχει ένας τουλάχιστον 𝑥1 ∈

(0, 1):  

f(𝑥1) = 0 και f γνης. Αύξουσα στο (0, 1) οπότε τελικά η εξίσωση 
f(x)=0  έχει μοναδική ρίζα 𝑥1 ∈ (0, 1) 

όμοια  η εξίσωση f(x)=0 έχει μοναδική ρίζα 𝑥2 ∈(1,2)  

Τελικά η εξίσωση f(x)=0 έχει 2 ακριβώς ρίζες στο (0, 2) με 𝑥1 < 1 <
𝑥2 

Είναι 0=f(𝑥1)<f(
1

3
)=ln

5

2
 και f γν. αύξουσα άρα 𝑥1<

1

3
 

Δ3 

f συνεχής στο [𝑥1,
1

3
] 

f παρ/μη στο (𝑥1,
1

3
)  

διότι  f παρ/μη στο (0, 2)  



 

 

Από Θ.Μ.Τ. υπάρχει ξ ∈ (𝑥1,
1

3
) : 𝑓′(𝜉) =

𝑓(
1

3
)−𝑓(𝑥1)

1

3
−𝑥1

 =
3𝑓(

1

3
)

1−3𝑥1
 

Η f ‘ (x)=
1

𝑥−2
+

1

𝑥2
 είναι παρ/μη ως πράξεις παρ/μων με  

f ‘ ‘ (x)=−
1

(𝑥−2)2
− 2

1

𝑥3
< 0  

στο (0, 2) οπότε  𝑓′ γν. φθίνουσα άρα και 1-1 

Τελικά υπάρχει μοναδικό ξ ∈ (𝑥1,
1

3
) : 𝑓′(𝜉) =

3𝑓(
1

3
)

1−3𝑥1
 δηλαδή υπάρχει 

μοναδικό σημείο M(ξ,f(ξ)) ώστε η κλίση της f είναι  
3𝑓(

1

3
)

1−3𝑥1
 

 

Δ4 

i) Υπάρχει c : F(x)=G(x)+c 
Για x=𝑥1 G(𝑥1)=-c 

Για x=𝑥2 F(𝑥2)=c           Τότε : F(𝑥2)+ G(𝑥1)=0 

ii) Ονομάζω H(x)= 𝑥1𝐹(𝑥) + 𝑥2𝐺(𝑥) + 2𝑥 − 𝑥1 − 𝑥2 
Η συνεχής στο [𝑥1, 𝑥2] 
και   
Η(𝑥1) = 𝑥2𝐺(𝑥2) − 𝑥1 + 𝑥2 > 0 
 
Η(𝑥2) = 𝑥1𝐹(𝑥1) + 𝑥1 − 𝑥2 < 0 
Διότι 𝑥2 > 0,   −𝑥1 + 𝑥2 > 0 και  
 

Διότι f  υνεχής στο( 𝑥1, 𝑥2) 𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝑥) ≠ 0 

ά𝜌𝛼 𝑓 𝛿𝜄𝛼𝜏𝜂𝜌𝜀ί 𝜎𝜏𝛼𝜃𝜀𝜌ό 𝜋𝜌ό𝜎𝜂𝜇𝜊 στο ( 𝑥1, 𝑥2) και f(1)=2>0 

Άρα f(x)>0 και G, F  γν. αύξουσες 

 𝑥1 < 𝑥2 → 𝐺(𝑥1) < 𝐺(𝑥2) = 0  Όμοια 𝐹(𝑥1) > 0 𝜅𝛼𝜄  

𝑥1, 𝑥2 > 0 , 𝑥2 − 𝑥1 > 0 

Από Θ. Bolzano Η(x)=0 άρα και η αρχική έχει μία τουλάχιστον 
ρίζα  στο ( 𝑥1, 𝑥2) Και  

Η παρ/μη ως πράξεις παρ/ων με H ‘ (x)= (𝑥1 + 𝑥2)𝑓(𝑥) + 2 > 0 
άρα H γν. μονότονη τότε 1-1 Τελικά η εξίσωση H(x)=0  άρα και η 
αρχική έχει μοναδική ρίζα στο ( 𝑥1, 𝑥2) 


