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Πανελλαδικές εξετάσεις 2021 

Μαθηματικά Προσανατολισμού Γ Λυκείου 

Ενδεικτικές απαντήσεις θεμάτων 

 

ΘΕΜΑ Α   

Α1  θεωρία (σελ.135 / Β.Ο.) 

Α2  θεωρία (σελ.51 /Β.Ο) 

Α3  θεωρία (σελ.23 /Β.Ο.) 

Α4    

α. Σ 
β. Λ 
γ. Σ 
δ. Σ 
ε. Σ 

 

ΘΕΜΑ Β  

Β1  Ισχύει ότι ( ) ( )1 1 xf x x e−+ = + ⋅ , για κάθε x∈   (1) 

Από την (1) όπου x  το 1x −  προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( )1 11 1 1 1 x xf x x e f x x e− + −− + = − + ⋅ ⇔ = ⋅ , για κάθε x∈ . 

 

Β2  Η συνάρτηση f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο    με  

( ) ( )1 1 1 1x x xf x e x e e x− − −′ = − ⋅ = ⋅ − , για κάθε x∈ . 

• ( ) 0 1f x x′ = ⇔ =  

• ( ) 0 1 0 1f x x x′ > ⇔ − > ⇔ <  

• ( ) 0 1 0 1f x x x′ < ⇔ − < ⇔ >  
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Οπότε η f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( ],1−∞  και γνησίως φθίνουσα στο 

[ )1,+∞ . Επίσης παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 0 1x =  το ( )1 1f = . Δηλαδή 

ισχύει ότι ( ) ( )1 1f x f≤ = , για κάθε x∈ . 

 
Β3  Η συνάρτηση f ′  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο    με  

( ) ( ) ( )1 1 1 1(1 ) 2 2x x x xf x e x e e x e x− − − −′′ = − − − = − ⋅ − = ⋅ − , για κάθε x∈ . 

• ( ) 0 2f x x′′ = ⇔ =  

• ( ) 0 2f x x′′ > ⇔ >  

• ( ) 0 2f x x′′ < ⇔ <  

 

Οπότε η f  είναι κοίλη στο ( ],2−∞  και κυρτή στο [ )2,+∞ . Επίσης παρουσιάζει 

σημείο καμπής στο 0 2x =  το 22,
e

 
 
 

. 

H f  είναι συνεχής και ορισμένη στο   οπότε δεν έχει κατακόρυφες 
ασύμπτωτες. Επίσης, 

• ( ) 1
1lim lim lim

x
x

x x x

f x xe e
x x

−
−

→−∞ →−∞ →−∞
= = = +∞ , οπότε η γραφική παράσταση της  

f  δεν έχει ασύμπτωτη στο −∞ . 

• ( ) 1

lim lim lim 0
x

xx x x

f x xe e
x x e

−

→+∞ →+∞ →+∞
= = =   και  ( )lim lim lim 0

x xx x x

ex ef x
e e

+∞
+∞

→+∞ →+∞ →+∞
= = = , 

Oπότε η γραφική παράσταση της  f  έχει οριζόντια ασύμπτωτη την ευθεία 
0y =  στο +∞ . 

 
Β4  (i)  Έστω ( ]1Δ ,1= −∞  και ( )2Δ 1,= +∞ . Η f  είναι συνεχής στα 1 2Δ ,Δ  και 

επίσης από το Β2 έχουμε ότι 1Δf   και  2Δf  . Οπότε, 

• ( ) ( ) ( )( ( ]1Δ lim , 1 ,1
x

f f x f
→−∞

= = −∞  

• ( ) ( ) ( )( ) ( )2Δ lim , 1 0,1
x

f f x f
→+∞

= =  

Οπότε, ( ) ( ) ( ) ( ]1 2Δ Δ ,1f f f= ∪ = −∞ . 
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(ii)   Έχουμε ότι η f  είναι 1-1 στα ( ]1Δ ,1= −∞  και ( )2Δ 1,= +∞  ως γνησίως 
μονότονη σε καθένα από τα διαστήματα αυτά. 

• Αν  ( ),0λ∈ −∞ , τότε ( )1Δλ f∈  και ( )2Δλ f∉ , οπότε η εξίσωση 

( )f x λ=   έχει μοναδική ρίζα στο 1Δ . 

• Αν  0λ = , τότε ( )10 Δf∈  και ( )20 Δf∉ ,  οπότε η εξίσωση ( )f x λ=   έχει 
μοναδική ρίζα στο 1Δ . 

• Αν  ( )0,1λ∈ , τότε ( )1Δλ f∈  και ( )2Δλ f∈ , οπότε η εξίσωση ( )f x λ=   
έχει 2 ακριβώς ρίζες 1 1Δρ ∈  και 2 2Δρ ∈ . 

• Αν  1λ = , τότε ( )11 Δf∈  και ( )21 Δf∉ ,  οπότε η εξίσωση ( )f x λ=   έχει 
μοναδική ρίζα στο 1Δ . 

• Αν  ( )1,λ∈ +∞ , τότε ( )1Δλ f∉  και ( )2Δλ f∉ , οπότε η εξίσωση 

( )f x λ=   είναι αδύνατη στο  . 
 

ΘΕΜΑ Γ 

( )
3 23 1, 0

3, 0
2

αx x x x
f x πσυνx x

− − + ≤
= 

< ≤

     με  3α < − . 

 
Γ1  Έχουμε ότι 

• Η f  είναι συνεχής στο ( ),0−∞  ως πολυωνυμική. 

• Η f  είναι συνεχής στο 30,
2
π 

 
 

 ως τριγωνομετρική. 

• Στο 0 0x =  έχουμε ότι  

 ( ) ( )3 2

0 0
lim lim 3 1 1
x x

f x αx x x
− −→ →

= − − + =  

 ( )
0 0

lim lim 1
x x

f x συνx
+ −→ →

= =  

 ( )0 1f =  

Oπότε είναι συνεχής στο 1. 

Επομένως η f  είναι συνεχής στο 3,
2f

πA  = −∞  
. 

Επιπλέον, έχουμε ότι  
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• ( ) ( ) ( )
3 2

2

0 0 0

0 3 1 1lim lim lim 3 1 1
0x x x

f x f αx x x αx x
x x− − −→ → →

− − − + −
= = − − = −

−
 

• ( ) ( )
0 0

0 1lim lim 0
0x x

f x f συνx
x x+ −→ →

− −
= =

−
 

και αφού ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0
lim lim

0 0x x

f x f f x f
x x− +→ →

− −
≠

− −
 προκύπτει ότι η f   δεν είναι 

παραγωγίσιμη στο 0 0x = . 

 
Γ2  (i)  Έxoυμε ότι  

• Η f  είναι συνεχής στο 30,
2
π 

  
 αφού είναι συνεχής στο  . 

• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο 30,
2
π 

 
 

. 

• ( )0 1f =  και 3 0
2
πf   = 

 
. Οπότε, ( ) 30

2
πf f  ≠  

 
 κι έτσι δεν 

ικανοποιείται η συγκεκριμένη προϋπόθεση.  

(ii)  Έxoυμε ότι ( )
30,
2

0 0

πξ

f ξ ημξ ξ π
 ∈ 
 

′ = ⇔ − = ⇔ = . 

 

Γ3  Αρκεί να δείξουμε ότι η εξίσωση ( ) 0f x′ =  είναι αδύνατη στο ( ),0−∞ . 

Έχουμε ότι ( ) 20 3 6 1 0f x αx x′ = ⇔ − − =  η οποία είναι αδύνατη διότι 

( )Δ 36 12 12 3 0α α= + = + <  αφού 3α < − . 

 
Γ4   Έχουμε ότι  

• Για κάθε ( ],0x∈ −∞  ισχύει ότι ( ) 0f x′ ≠  και η f ′  είναι συνεχής στο 

διάστημα αυτό με ( )0 1 0f ′ = − < . Οπότε, ( ) 0f x′ < , για κάθε 

( ],0x∈ −∞ . Συνεπώς, η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο ( ],0−∞ .  
Οπότε,  

( ) ( )0 0 1x f x f≤ ⇒ ≥ = − . 
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• Για κάθε 30,
2
πx  ∈  

 ισχύει ότι ( ) 1f x συνx= ≥ −  . 

Από όλα τα παραπάνω προκύπτει ότι ( ) 1f x ≥ −  για κάθε 3,
2
πx  ∈ −∞  

. 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1  Έχουμε ότι 1 1ln ln 0x x
x x

= ⇔ − = . Έστω ( ) 1ln , 0k x x x
x

= − > . 

• Η k  είναι συνεχής στο [ ]1,e  ως πράξεις συνεχών. 

• ( )1 1 0k = − <  και ( ) 11 0k e
e

= − > . 

Από Θεώρημα Bolzano έχουμε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )0 1,x e∈  για το 

οποίο ισχύει ότι ( )0 0
0

10 ln .k x x
x

= ⇔ =  Επιπλέον, η k  είναι παραγωγίσιμη 

στο ( )0,+∞  με ( ) 2

1 1 0k x
x x

′ = + > . Άρα είναι 1-1 ως γνησίως μονότονη κι έτσι 

προκύπτει ότι το 0x  είναι μοναδική ρίζα της εξίσωσης στο ( )0,+∞ . 

 
Δ2  Για κάθε ( )0,x∈ +∞  έχουμε ότι  

( )
Δ1

0
0

0 0

1 1 1ln x xf x x
x x x x x

−′ = − = − = . 

• ( ) 00f x x x′ = ⇔ =  

• ( ) 00f x x x′ > ⇔ >  

• ( ) 00f x x x′ < ⇔ <  

 

Οπότε έχουμε ότι ( ]00,f x ,

[ )0 ,f x +∞  και παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 0x  το ( )0 0f x = . 
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Δ3  Έχουμε αρχικά ότι 

( ) ( )
1 1

0 0

x x
x xx xg x h x xe xe

e e

+ +

− −   = ⇔ = ⇔ =   
   

 

                                                                     
1

10
0

x
x x

x

xxe ex x
e e

+
− +⇔ = ⇔ =

⋅
  (1) 

• Αν 0x ≤  η (1) είναι αδύνατη 

• Αν 0x >  η (1) γίνεται  

( ) ( ) ( )
Δ1

1
0 0 0(1) ln ln 1 ln 1 ln ln 1 ln 1xex x x x x x x x+⇔ = ⇔ + = + ⋅ ⇔ = + ⋅ −  

( ) ( )ln ln 0x f x x f x⇔ = + ⇔ = . 

Όμως, από Δ2 έχουμε ότι ( ) ( )0 0f x f x≥ = , για κάθε 0x >  και η ισότητα 
ισχύει μόνο για 0.x x=  

Άρα, ( ) ( ) 0g x h x x x= ⇔ = .  

Έτσι έχουμε ότι οι γραφικές παραστάσεις των  συναρτήσεων ,g h  έχουν 
μοναδικό κοινό σημείο με τετμημένη το 0x . Για να έχουν κοινή εφαπτόμενη 
στο κοινό τους σημείο αρκεί να δειχθεί ότι ( ) ( )0 0g x h x′ ′= : 

( ) ( )
0

0 0

1

0 0
0 0 0 ln

x
x x x xg x h x e x e

e e

+

− −    ′ ′= ⇔ − = ⋅   
   

 

                                    ( ) ( ) ( )0

0 0 0ln 1xe g x h x x−⇔ − = ⋅ −  

                                       ( ) ( ) ( )0

0 0 0 0lnxe h x h x x h x−⇔ − = −  

                                                                   ( ) 0

0 0
xh x x e−⇔ = ,   που ισχύει . 

 

Δ4  Η απόσταση των σημείων Α και Β  ισούται με ( ) ( ) ( ) , 0d x f x φ x x= − > . 

Από υπόθεση έχουμε ότι ( ) ( )0 , 0d x d x x≥ > . 

Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις : 

• Αν η φ  είναι παραγωγίσιμη στο 0x , τότε η d  είναι παραγωγίσιμη στο 

0x  με ( ) ( ) ( )0 0 0d x f x φ x′ ′ ′= − . Όμως, το 0x  είναι εσωτερικό σημείο 
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του διαστήματος ( )0,+∞  και θέση τοπικού ακροτάτου της d . Από 
Θεώρημα Fermat έχουμε ότι 

( ) ( ) ( ) ( )
Δ2

0 0 0 00 0
Fermatστην f

d x f x φ x φ x′ ′ ′ ′= ⇔ = ⇔ = . 

Οπότε το 0x  είναι κρίσιμο σημείο της φ . 

• Αν η φ  δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0x  τότε το 0x  είναι κρίσιμο 
σημείο της φ . 

Οπότε, σε κάθε περίπτωση δείξαμε ότι το 0x  είναι κρίσιμο σημείο της φ . 

 

 


