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Πανελλαδικές εξετάσεις 2020 

Μαθηματικά Προσανατολισμού Γ Λυκείου 

Ενδεικτικές απαντήσεις θεμάτων 

 

ΘΕΜΑ Α 

Α1  θεωρία 

Α2  θεωρία 

Α3    

α. Ψευδής 
β. Η συνάρτηση 3( ) ,f x x x= ∈ είναι παραγωγίσιμη στο  , όμως 2 0'( ) 3f x x ≥= , 

για κάθε x∈ . 

Α4 

α. Λάθος 
β. Σωστό 
γ. Σωστό 
δ. Σωστό 
ε. Σωστο 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1  Για το πεδίο ορισμού της f g  πρέπει  0
( ) 1

g

x
f

x A x
x

g x A e

∈  ∈  ⇔ ⇔ >   ∈ >    



. Επομένως, 

έχουμε ότι 
2( )( ) ( ( ))
1

x

x

ef g x f g x
e
+

= =
−

 ,  με (0, )f gA = +∞


. 

Β2  Έστω 1 2, (0, )f gx x A∈ = +∞


  με 1 2( )( ) ( )( )f g x f g x=  .  Έχουμε ότι  

1 2

1 21 2
2 2( )( ) ( )( )  
1 1

x x

x x
e ef g x f g x
e e

+ +
= ⇒ =

− −
   

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 2 2x x x x x x x xe e e e e e+ +⇒ − + − = − + −  

1 2
1 2 3e 3   x xe x x⇒ = ⇒ = . 

Άρα, η f g  είναι 1-1. Για την εύρεση της αντίστροφης, έχουμε ότι 

2( )( )     2   (1 ) 2
1

x
x x x

x

ef g x y y e ye y e y y
e
+

= ⇒ = ⇒ + = − ⇒ − = − −
−

 . Αν 1y =  είναι 

αδύνατη. Για 1y ≠  έχουμε ότι 
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2 2 e   x=ln
1 1

x y y
y y

 + +
⇒ = ⇒  − − 

,  με 
2 0 ( , 2) (1, )
1

y y
y
+

> ⇔ ∈ −∞ − ∪ +∞
−

. Επίσης, 

πρέπει  
2 2 3x=ln 0  1  0  1
1 1 1

y y y
y y y

 + +
> ⇒ > ⇒ > ⇒ > − − − 

. Οπότε, έχουμε ότι  

1 2( ) ( ) ln
1

xf g x
x

− + =  − 
  με πεδίο ορισμού 1( )

(1, )
f g −Α = +∞


. 

Β3  Η συνάρτηση φ είναι παραγωγίσιμη στο πεδίο ορισμού της με 
3'( ) 0

( 1)( 2)
x

x x
ϕ = − <

− +
, για κάθε 1x > . Οπότε, η φ είναι γνησίως φθίνουσα στο (1, )+∞

. 

Β4  Έχουμε ότι 
1 1

2lim ( ) lim ln
1x x

xx
x

ϕ
+ +→ →

+ =  − 
 και θέτοντας 

2
1

x u
x
+

=
−

 έχουμε ότι 

1
lim ( ) lim ln .

ux
x uϕ

+ →+∞→
= = +∞  

Επίσης, 
2lim ( ) lim ln
1x x

xx
x

ϕ
→+∞ →+∞

+ =  − 
 και θέτοντας 

2
1

x u
x
+

=
−

 έχουμε ότι 

1
lim ( ) lim ln 1.
x u

x uϕ
→+∞ →

= =  

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ1  Η συνάρτηση 

1 ln ,  0
1( )

3,  0
2

x
xf x
x x x

λ

πηµ λσυν

 − ≤ −= 
 + < <


  με 0λ >  είναι συνεχής στο 0. 

Έχουμε ότι 

• (0) lnf λ= −  

• 
0 0

1lim ( ) lim ln 1 ln
1x x

f x
x

λ λ
− −→ →

 = − = − − 
 

• ( )
0 0

lim ( ) lim
x x

f x x xηµ λσυν λ
+ +→ →

= + =  

Οπότε, πρέπει 1 lnλ λ− = . Θεωρούμε συνάρτηση ( ) ln 1, 0g x x x x= + − > .  Παρατηρούμε 

ότι (1) 0g =  και η g  είναι γνησίως αύξουσα διότι 
1'( ) 1 0g x
x

= + > , για κάθε 0x > . Άρα, 

 1 1
1 ln ( ) 0 ( ) (1) 1

g
g g gλ λ λ λ λ

−

− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

 

Γ2  Για να ορίζεται η εφαπτομένη στο (0,1)A  πρέπει η συνάρτηση f  να είναι παραγωγίσιμη 
στο 0. Έχουμε ότι 
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• 
0 0 0 0

1 11 1( ) (0) 11 1lim lim lim lim 1
0 1x x x x

f x f x x
x x x x− − − −→ → → →

− −− − −= = = =
− −

 

• 
0 0 0

( ) (0) 1 1lim lim lim 1 0 1
0x x x

f x f x x x x
x x x x

ηµ συν ηµ συν
+ + −→ → →

− + − − = = + = + = −  
 

Άρα, η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0 με '(0) 1f = . Επίσης, αν ω είναι η ζητούμενη γωνία, 
έχουμε ότι  

'(0) 1 1
4

f πεϕω ω= ⇔ = ⇔ = . 

 

Γ3  Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο ( ,0)−∞  με 2
1'( ) 0

(1 )
f x

x
= >

−
, για κάθε 

0x < .  Άρα, δεν υπάρχει κρίσιμο σημείο στο ( ,0)−∞ . 

Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο (0, )+∞  με '( )f x x xσυν ηµ= − , για κάθε 

30,
2

x π ∈ 
 

.  Έχουμε ότι  

30,
2 5'( ) 0   ή  

4 4

x

f x x x x x

π

π πηµ συν

 ∈ 
 

= ⇔ = ⇔ = = . 

Επιπλέον έχουμε ότι '(0) 1 0f = ≠ .  

Άρα, τα μοναδικά κρίσιμα σημεία της συνάρτησης f  είναι τα 
5  ,  

4 4
x xπ π
= = . 

Γ4  Η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της f  στο ( , ( )),  0M a f α α ≤  έχει εξίσωση 
:  ( ) '( )( )y f a f a xε α− = − . Για 0y =  έχουμε ότι 

 
2

2

1
'( ) ( ) (1 ) 1( ) '( )( )  2 11'( )

(1 )

a
af f a af a f a x x a

f
a

α αα
α

−
− − −− = − ⇒ = = = −

−

.  Οπότε, τέμνει 

τον  'x x στο σημείο ( )2 1,0B a −  .  

Από τα δεδομένα της άσκησης έχουμε ότι 0( ) 1a t = −  και  
( )'( ) .
3
ta t α

= −  Έστω 

( ) 2 ( ) 1x t tα= −  η τετμημένη του σημείου Β τη χρονική στιγμή t.  

Έχουμε ότι 
2 ( )'( ) 2 '( )

3
a tx t tα= = − . Οπότε, ο ζητούμενος ρυθμός μεταβολής ισούται με  

0
0

2 ( ) 2'( )  μονάδες/χρόνο
3 3

a tx t = − = . 
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ΘΕΜΑ Δ 

 

Δ1  Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιμη στο  με '( ) 2xf x e x e= + − , x∈ . Επιπλέον, 

''( ) 2 0xf x e= + > , για κάθε x∈  οπότε η 'f  είναι γνησίως αύξουσα στο  . Ισχύει ότι 

( ) ( ) ( )
'

' 0 1
' (0,1) lim ( ), lim ( ) 1 ,2

f

f ή x x
f f x f x e

συνεχ ς + −→ →
= = −


. 

Αφού ( )0 1 ,2e∈ −  και 'f  είναι 1-1 ως γνησίως μονότονη έχουμε ότι υπάρχει μοναδικό 

0 (0,1)x ∈  με 0'( ) 0.f x =  Επίσης, 

• 0 0'( ) '( ) 0x x f x f x< ⇒ < =  

• 0 0'( ) '( ) '( ) 0x x f x f x f x< ⇒ < ⇒ >  

Δηλαδή η 'f  αλλάζει πρόσημο εκατέρωθεν του 0x . 

Άρα, η f  παρουσιάζει στο 0x   μοναδική θέση 

ολικού ελαχίστου. Επίσης, ισχύει ότι  

0
0 0'( ) 0  2 0 (1)xf x e x e= ⇒ + − =  

Άρα, 0
(1)

2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0( ) 1 2 1 ( 2) 1xf x e x ex e x x ex x e x e= + − − = − + − − = − + + − . 

 

Δ2  Ισχύει ότι    

0 0 0 0

1 1 1 11   1
( ) ( ) ( ) ( )x x f x f x f x f x x x

ηµ ηµ
   

− ≤ ⇒ − ≤ +   − − − −   
   (2)   κοντά στο 

0x  και 
0 0

1lim 1
( ) ( )x x f x f x→

 
− = +∞ − 

 αφού  από το Δ1 έχουμε ότι

0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0f x f x f x f x> ⇒ − >  κοντά στο 0x  και ( )
0

0lim ( ) ( ) 0
x x

f x f x
→

− = .  Οπότε από 

τη σχέση  (2)  προκύπτει ότι  
0 0 0

1 1lim
( ) ( )x x f x f x x x

ηµ
→

  
+ = +∞   − −  

. 

Δ3  Θεωρούμε τη συνάρτηση [ ]0 0( ) ( ) ,  ,1h x f x x x x x= + − ∈ . 

• Η h είναι συνεχής στο [ ]0 ,1x  ως πράξεις συνεχών 

• 0 0( ) ( ) 0h x f x= < , διότι  
[ )0 ,

0 01 ( ) (1) 0
f x

x f x f
+∞

< ⇒ < =


 

• 0(1) 1 0h x= − >  

Από θεώρημα Bolzano υπάρχει 0( ,1)xρ ∈  με ( ) 0h ρ = . 
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Επιπλέον, έχουμε ότι '( ) '( ) 1 0h x f x= + > , για κάθε 0( ,1)x x∈  (από προηγούμενο 

ερώτημα). Οπότε η h  είναι γνησίως αύξουσα στο 0( ,1)x  άρα και 1-1. Οπότε, το ρ  είναι 

μοναδικό. 

 

Δ4  Έχουμε ότι  ( )0 0( ) ( ) '( ) 1  ( ) ( ) ( ) '( )f x f f k f x f f f kρ ρ ρ> + ⇒ − >  

                                                                        
0( ) 0

0

0

( ) ( ) '( )
f x f x f f k

x

ρ ρ ρ
ρ

= − < −
⇒ <

−
   

                                                                              0

0

( ) ( ) '( )f f x f k
x

ρ
ρ
−

⇒ <
−

  (3)                                             

• Η f  είναι συνεχής στο [ ]0 ,x ρ  

• Η f  είναι παραγωγίσιμη στο 0( , )x ρ  

Οπότε από θεώρημα Μέσης Τιμής έχουμε ότι υπάρχει 0( , )xξ ρ∈  με 

0

0

( ) ( )'( ) f f xf
x

ρξ
ρ
−

=
−

 . 

Έχουμε ότι  

'
0

0

( ) ( )'( ) '( ) '( )
f f f xk f f k f k

x
ρξ ρ ξ
ρ
−

< < ⇒ < ⇒ <
−



, οπότε ισχύει η (3). 


