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Μαθηµατικά Προσανατολισµού Γ΄ Λυκείου

Ενδεικτικές Απαντήσεις ϑεµάτων

Θέµα Α

Α1 ϑεωρία

Α2

(α) Ψ

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) =







1

x
, αν x > 0

x, αν x ≤ 0

. Η f είναι 1-1 αλλά όχι γνησίως

µονότονη στο R διότι f ր (−∞, 0] και f ց (0,+∞).

Α3 ϑεωρία

Α4

(α) Λάθος

(ϐ) Λάθος

(γ) Σωστό

(δ) Σωστό

(ε) Σωστό

Θέµα Β

Β1 ΄Εχουµε ότι f ′(x) =
x3 + 8

x3
, για κάθε x ∈ R

∗. Ισχύει ότι

� f ′(x) = 0 ⇔ x = −2

� f ′(x) > 0 ⇔ x ∈ (−∞,−2) ∪ (0,+∞)

� f ′(x) < 0 ⇔ x ∈ (−2, 0)
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Οπότε έχουµε ότι

� f ր (−∞,−2]

� f ց [−2, 0)

� f ր (0,+∞)

� παρουσιάζει τοπικο µέγιστο το f(−2) = −3

Β2 ΄Εχουµε ότι f ′′(x) = −24

x4
< 0, για κάθε x ∈ R

∗. Οπότε,

� f κοίλη στο (−∞, 0)

� f κοίλη στο (0,+∞)

� η f δεν παρουσιάζει σηµεία κάµπης

Β3 ΄Εχουµε ότι Af = (−∞, 0) ∪ (0,+∞).

� lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(

x− 4

x2

)

= −∞

� lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(

x− 4

x2

)

= −∞

Η x = 0 είναι µοναδική κατακόρυφη ασύµπτωτη της Cf αφού η f είναι συνεχής στο Af .

Επιπλέον, έχουµε

� lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

(

1− 4

x3

)

= 1

� lim
x→+∞

(f(x)− x) = lim
x→+∞

(

− 4

x2

)

= 0

και
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� lim
x→−∞

f(x)

x
= lim

x→−∞

(

1− 4

x3

)

= 1

� lim
x→−∞

(f(x)− x) = lim
x→−∞

(

− 4

x2

)

= 0

΄Αρα η ευθεία y = x είναι πλάγια ασύµπτωτη της Cf στα −∞, +∞.

Β4 Η γραφική παράσταση της f ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα :
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Θέµα Γ

Γ1 ΄Εστω E1 το εµβαδόν τετραγώνου και E2 το εµβαδόν του κυκλικού δίσκου. ΄Εχουµε

ότι

� η πλευρά του τετραγώνου είναι
x

4
. ΄Αρα, E1 =

(x

4

)2

=
x2

16

� η περίµετρος του κύκλου είναι 8 − x. Οπότε 8 − x = 2πρ ⇔ ρ =
8− x

2π
. ΄Αρα,

E2 = π

(

8− x

2π

)2

=
(8− x)2

4π

E(x) = E1 + E2 =
x2

16
+

(8− x)2

4π
=

(π + 4)x2 − 64x+ 256

16π
και επίσης έχουµε ότι x > 0

και 8− x > 0 ⇔ x < 8.

Συνεπώς,

E(x) =
(π + 4)x2 − 64x+ 256

16π
, x ∈ (0, 8)

Γ2 ΄Εχουµε ότι E ′(x) =
2(π + 4)x− 64

16π
=

(π + 4)x− 32

8π

−∞ +∞

E ′(x)

E

+−

32
π+4

0 8
x

Ο

min

b b

u

u

u

u

Οπότε έχουµε ότι minE(x) = E

(

32

π + 4

)

=
16

π + 4
. Για x =

32

π + 4
, η πλευρά του

τετραγώνου ισούται µε α =

32

π + 4
4

=
8

π + 4
και η διάµετρος του κύκλου µε δ = 2ρ =

2 ·
8− 32

π + 4
2π

=
8

π + 4
.

Γ3 Αρκεί να δείξουµε ότι η εξίσωση E(x) = 5 έχει µοναδική λύση στο (0, 8). ΄Εστω λοιπόν

∆1 =

(

0,
32

π + 4

]

και ∆2 =

(

32

π + 4
, 8

)

� E συνεχής και γν. ϕθίνουσα στο ∆1, άρα

E (∆1) =

[

E

(

32

π + 4

)

, lim
x→0+

E(x)

)

=

[

16

π + 4
,
16

π

)
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� E συνεχής και γν. αύξουσα στο ∆2, άρα

E (∆2) =

(

E

(

32

π + 4

)

, lim
x→8−

E(x)

)

=

(

16

π + 4
, 4

)

Εποµένως, ισχύουν τα εξής :

� 5 ∈ E (∆1) ⇒ υπάρχει µοναδικό ρ ∈ ∆1 µε E(ρ) = 5

� 5 /∈ E (∆2) ⇒ η εξίσωση E(x) = 5 είναι αδύνατη στο ∆2.

Συνοψίζοντας, η εξίσωση E(x) = 5 έχει µοναδική λύση ρ ∈ ∆1 ⊆ (0, 8).

Θέµα ∆

∆1 Η f είναι παραγωγίσιµη στο R µε f ′(x) = 2ex−α − x2. Η f ′ είναι παραγωγίσιµη στο

R µε f ′′(x) = 2ex−α − 2, για κάθε x ∈ R. ΄Εχουµε ότι

� f ′′(x) = 0 ⇔ x = α

� f ′′(x) > 0 ⇔ x > α

� f ′′(x) < 0 ⇔ x < α

−∞ +∞

f ′′(x)

f

+−

αx

Ο

Σ.Κ.

b b

u

u

u

u

� f κοίλη στο (−∞, α]

� f κυρτή στο [α,+∞)

΄Αρα, η γραφική παράσταση της f έχει µοναδικό σηµείο καµπής το A (α, f(α)).

∆2

−∞ +∞

f ′′(x)

f ′

+−

αx

Ο

min

b b

u

u

u

u
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΄Εστω ∆1 = (−∞, α] και ∆2 = (α,+∞). Η f ′ είναι συνεχής στα ∆1, ∆2 και f ′ ց ∆1

και f ′ ր ∆2. Οπότε έχουµε ότι

� f ′ (∆1) =

[

f ′(α), lim
x→−∞

f ′(x)

)

=

[

2− 2α,+∞
)

� f ′ (∆2) =

(

f ′(α), lim
x→+∞

f ′(x)

)

=

(

2− 2α,+∞
)

αφού lim
x→−∞

f ′(x) = lim
x→−∞

(2ex−α − 2x) = +∞

και lim
x→+∞

f ′(x) = lim
x→+∞

(2ex−α − 2x) = lim
x→+∞

[

2ex
(

e−α − x

ex

)

]

= +∞.

΄Οµως, α > 1 ⇒ 2− 2α < 0. Οπότε,

� 0 ∈ f ′ (∆1) ⇒ υπάρχει µοναδικό x1 < α µε f ′(x1) = 0.

� 0 ∈ f ′ (∆2) ⇒ υπάρχει µοναδικό x2 > α µε f ′(x2) = 0.

Από τη µονοτονία της f ′ προκύπτουν τα εξής :

� x < x1 < α ⇒ f ′(x) > f ′(x1) ⇒ f ′(x) > 0

� x1 < x < α ⇒ f ′(x1) > f ′(x) ⇒ f ′(x) < 0

� α < x < x2 ⇒ f ′(x) < f ′(x2) ⇒ f ′(x) < 0

� x > x2 > α ⇒ f ′(x) > f ′(x2) ⇒ f ′(x) > 0

−∞ +∞

f ′(x)

f

+ −

x
x1 α x2

− +

τ.µ τ.ε

b b

u

u

u

u
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� f γνησίως αύξουσα στο (−∞, x1]

� f γνησίως ϕθίνουσα στα [x1, α], [α, x2] και f συνεχής στο α, άρα f γνησίως

ϕθίνουσα στο [x1, x2].

� f γνησίως αύξουσα στο [x2,+∞)

Οπότε, η f παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο για x = x1 και τοπικό µέγιστο για x = x2

∆3 Ισχύει ότι x1 < 1. Πράγµατι, αν x1 ≥ 1
f ′ց(−∞,α]

=⇒ f ′(x1) ≤ f ′(1) ⇒ 0 ≤
2e1−α − 2 ⇒ α ≤ 1, άτοπο.

Εποµένως, x1 < 1 < α < x < x2 και f ց [x1, x2] ⇒ f(1) > f(x), για κάθε x ∈ (α, x2).
΄Αρα, η εξίσωση f(x) = f(1) είναι αδύνατη στο (α, x2).

∆4 Για α = 2, έχουµε ότι f(x) = 2ex−2 − x2 και f ′(x) = 2ex−2 − 2x, x ∈ R.

Η f είναι κυρτή στο [2,+∞) και η εφαπτοµένη της Cf στο (2, f(2)) είναι

y − f(2) = f ′(2)(x− 2) ⇔ y = −2x+ 2.

Εποµένως, f(x) ≥ −2x+ 2, για κάθε x ∈ [2,+∞) και η ισότητα ισχύει µόνο για x = 2.

Επίσης,
√
x− 2 ≥ 0 και η ισότητα ισχύει µόνο για x = 2. Οπότε, έχουµε

√
x− 2 · f(x) ≥ (−2x+ 2) ·

√
x− 2

⇒
∫ 3

2

√
x− 2 · f(x) dx >

∫ 3

2

(−2x+ 2) ·
√
x− 2 dx (1)

Για το I =

∫ 3

2

(−2x+ 2) ·
√
x− 2 dx, ϑέτουµε

√
x− 2 = u ⇒ x = u2 + 2, dx = 2udu.

Οπότε,

I =

∫ 1

0

(−2u2 + 2) · u · 2u du

=

∫ 1

0

(

−4u4 − 4u2
)

du =

[

− 4u5

5
− 4u3

3

]1

0

= −32

15
.

΄Αρα,

(1) ⇔
∫ 3

2

√
x− 2 · f(x) dx > −32

15
.
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